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CAPITULO 3

EXERCICIOS

O enunciado de todos os exercicios comega por: construir um tridngulo
A ABC sendo dados ...
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<a7 /67
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<o, B, h,>
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<a, B, m>

<a, B, d,>

<a, B,
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h. >
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R>
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r,>
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(alpha,beta,c).
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(h_a,h_b,R).
(h_a,h_b,r).
(h_a,h_b,r_a).
(h_a,h_b,r_c).
(h_a,m_a,m_b).
(h_a,m_b,m_c).
(h_a,m_a,d_a).
(h_,a,m_a,d_b).
(h_a,m_b,d_a).
(h_a,m_b,d_b).
(h_a,m_b,d_c).
(h_a,m_a,e_a).
(h_a,m_a,e_b).
(h_a,m_b,e_a).
(h_a,m_b,e_b).
(h_a,m_b,e_c).
(h_a,m_a,R).
(h_a,m_b,R).

(h_a,m_a,r).
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10 CAPITULO 3. EXERCICIOS

Exercicio 248) A <h_ ,m,,r> (h_a,m_b,r).
Exercicio 249) A <h_,m,,r,> (h_a,m_a,r_a).

Exercicio 250) A <h_,m_ ,r,> (h_a,m_a,r_b).

ar T
Exercicio 251) A <h,, m,, r,> (h_a,m_b,r_a).
Exercicio 252) A <h_,m,, r,> (h_a,m_b,r_b).
Exercicio 253) A <h_, m,,r.> (h_a,m_b,r_c).
Exercicio 254) <h_,d, ,d,> (h_a,d_a,d_b).
Exercicio 255) <h_,d,,d,> (h_.a,d_b,d_c).
Exercicio 256) A <h_,d ,e > <(h_a,d_a,e_a).
Exercicio 257) <h_,d ,e,> (h_a,d_a,e_b).
Exercicio 258) <h_,d,,;e,> (h_a,d_b,e_a).
Exercicio 259) <h_,d,,e,> (h_a,d_b,e_b).
Exercicio 260) <h_,d,,e,> (h_a,d_b,e_c).
Exercicio 261) A <h_,d , R> (h_a,d_a,R).
Exercicio 262) <h_,d,, R> (h_a,d_b,R).
Exercicio 263) A <h_,d,,r> (h_a,d_a,r).
Exercicio 264) <h_,d,,r> (h_a,d_b,T).
Exercicio 265) A <h_,d,,r,> (h_.a,d_a,r_a).
Exercicio 266) A <h_,d, , r,> (h_a,d_a,r_b).
Exercicio 267) <h_,d,,r,> (h_a,d_b,r_a).
Exercicio 268) ~<h_,d,,r,> (h_a,d_b,r_b).
Exercicio 269) <h_,d,,r,> (h_a,d_b,r_c).
Exercicio 270) <h_,e ,e,> (h_a,e_a,e_b).
Exercicio 271) <h_,e,,e.> (h_a,e_b,e_c).
Exercicio 272) A <h_,e,, R> (h_a,e_a,R).
Exercicio 273) <h_,e,, R> (h_a,e_b,R).
Exercicio 274) A <h_,e,,r> (h_a,e_a,r).
Exercicio 275) <h_,e,,r> (h_a,e_b,r).

Exercicio 276) A <h_,e,,r,> (h_a,e_a,r_a).
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Exercicio 277) A <h_,e,, 1>
Exercicio 278) <h_,e,, 7>
Exercicio 279) <h_,e,, >
Exercicio 280) <h_,e,, r. >
Exercicio 281) A <h_, R, r>
Exercicio 282) A <h_, R, r >
Exercicio 283) A <h_, R, r,>
Exercicio 284) A <h_, r, r >
Exercicio 285) A <h,, r, r,>
Exercicio 286) A <h_,r ,r,>
Exercicio 287) A <h_, r,,r >
Exercicio 288) A <m_, m,, m_>
Exercicio 289) <m_, m,,d >
Exercicio 290) <m_, m,, d. >
Exercicio 291) <m_,m,, e, >
Exercicio 292)  <m_, m,, e >
Exercicio 293) <m_, m,, R>
Exercicio 294) <m_, m,, r>
Exercicio 295) <m_, m,, r,>
Exercicio 296) <m_,m,, >
Exercicio 297) <m_,d_, d,>
Exercicio 298) <m_, d,, d_ >
Exercicio 299) A <m_,d_, e >
Exercicio 300) <m_,d_,e,>
Exercicio 301) <m_,d,, e >
Exercicio 302) A <m_, d,, e,>
Exercicio 303) <m_, d,, e >
Exercicio 304) A <m_,d_, R>
Exercicio 305) <m_,d,, R>
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(h_a,e_a,r_b).
(h_a,e_b,r_a).
(h_a,e_b,r_b).
(h_a,e_b,r_c).

(h_a,R,r).

(h_a,R,r_a).
(h_a,R,r_b).
(h_a,r,r_a).

(h_a,r,r_b).

(h_a,r_a,r_b).
(h_a,r_b,r_c).
(m_a,m_b,m_c).
(m_a,m_b,d_a).
(m_a,m_b,d_c).
(m_a,m_b,e_a).

(m_a,m_b,e_c).

(m_a,m_b,R).

(m_a,m_b,r).

(m_a,m_b,r_a).
(m_a,m_b,r_c).
(m_a,d_a,d_b).
(m_a,d_b,d_c).
(m_a,d_a,e_a).
(m_a,d_a,e_b).
(m_a,d_b,e_a).
(m_a,d_b,e_b).

(m_a,d_b,e_c).

(m_a,d_a,R).
(m_a,d_b,R).

11
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

306)
307)
308)
309)
310)
311)
312)
313)
314)
315) A
316)
317)
318)
319)
320)
321)
322)
323)
324)
325)
326)
327) A
328) A
329) A
330) A
331)
332)
333)
334)

<m.,e,e?>
<m., e, e>>
<m,,e,, R>
<m,,e,, &>
<m,,e,r>
<m.,e,r>
<m_,e,r.>
<m,,e,Tr,>
<m,, e, r,>
<m_, e, r,>
<m,, e, r.>
<m,, R,r>
<m,, R,r,>
<m,, R, r,>
<m,,r, T,>
<m,, r, T,>
<m,,r,,T,>
<ma7rb7/rc>
<d,,d,,d>
<d,, d,, e,>
<d, d,, e>

<d,, d,, R>

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(m_a,d_a,r).
(m_a,d_b,r).
(m_a,d_a,r_a).
(m_a,d_a,r_b).
(m_a,d_b,r_a).
(m_a,d_b,r_b).
(m_a,d_b,r_c).
(m_a,e_a,e_b).
(m_a,e_b,e_c).
(m_a,e_a,R).
(m_a,e_b,R).
(m_a,e_a,r).
(m_a,e_b,r).
(m_a,e_a,r_a).
(m_a,e_a,r_b).
(m_a,e_b,r_a).
(m_a,e_b,r_b).
(m_a,e_b,r_c).
(m_a,R,r).
(m_a,R,r_a).
(m_a,R,r_b).
(m_a,r,r_a).
(m_a,r,r_b).
(m_a,r_a,r_b).
(m_a,r_b,r_c).
(d_a,d_b,d_c).
(d_a,d_b,e_a).
(d_a,d_b,e_c).
(d_a,d_b,R).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

335)
336)
337)
338)
339)
340) A
341)
342) A
343)
344) A
345) A
346)
347)
348)
349)
350)
351)
352) A
353)
354)
355) A
356)
357)
358)
359)
360)
361)
362)
363)

<d,, d,,r>
<d,, d,,r,>
<d,, d,,r.>
<d_,e
<d_,e
<d,, e, R>
<d,, e, R>
<d,, e
<d,, e
<d_, e
<d,, e
<d_,e
<d ,e
<da7 €y Te
<d,,R,r>
<d,, R,r,>
<d,, R, r,>
<d,, r r>
<d,,r, r>
<d,,r

<d,,r

b? " e

b

(d_a,d_b,r).

(d_a,d_b,r_a).
(d_a,d_b,r_c).
(d_a,e_a,e_b).

(d_a,e_b,e_c).

(d_a,e_a,R).
(d_a,e_b,R).
(d_a,e_a,r).

(d_a,e_b,r).

(d_a,e_a,r_a).
(d_a,e_a,r_b).
(d_a,e_b,r_a).
(d_a,e_b,r_b).

(d_a,e_b,r_c).

(d_a,R,r).

(d_a,R,r_a).
(d_a,R,r_b).
(d_,a,r,r_a).

(d_a,r,r_b).

(d_a,r_a,r_b).
(d_a,r_b,r_c).

(e_a,e_b,e_c).

(e_a,e_b,R).

(e_a,e_b,r).

(e_a,e_b,r_a).

(e_a,e_b,r_c).

(e_a,R,r).
(e_a,R,r_a).

(e_a,R,r_Db).

13
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14 CAPITULO 3. EXERCICIOS
Exercicio 364) A <e_, r, r > (e_a,r,r_a).
Exercicio 365) <e, , r, r,> (e_a,r,r_b).

Exercicio 366) <e ,r ,r> (e_a,r_a,r_b).
Exercicio 367) A <e

Exercicio 368) A <R, r,r > (R,r,r_a).

r.> (e_a,r_b,r_c).

Exercicio 369) A <R, r_ , 1> (R,r_a,r_b).
Exercicio 370) A <r,r

Exercicio 371) A <r

r.> (r,r_a,r_b).

r> (r_a,r_b,r_c).
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CAPITULO 4

CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 51) <a,h,,m,>
Método do problema ja resolvido

Como <a,h,,c> formam um datum (ver o exercicio 19), conhecemos
<a,c,m,> e jd sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 25).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
Exercicio 52) <a,h,,m,>
Método do problema jé resolvido

Como <@, h,,c> formam um datum, conhecemos <a, ¢, m,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 27).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
Exercicio 53) <a,h,,m,>
Método do problema ja resolvido

Como <, h,,c> formam um datum, conhecemos < «,c,m, > e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 26).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

15
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16 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 54) <a,h,,d >
Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o AAH_ D,. Uma
andlise da figura 4.59 (ver a pagina 69) nos mostrard que o ponto H_ possui
duas propriedades:

i) sua distancia ao ponto A vale h_;

ii) um observador colocado em H, enxerga o segmento AD,
segundo um angulo reto (H, pertence ao arco capaz— ¢, —
do angulo reto sobre o segmento AD)).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.59, na pagina 69):

i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e c;
ii) construir a bissetriz interna (reta 9,) do angulo «;

iii) tracar o circulo ¢, = (A,d,) e obter o ponto D, (D, =
0, Ne,);

iv) construir o arco capaz (circulo ¢,) do angulo reto sobre o
segmento AD ;

v) tragar o circulo ¢, = (A,h,) e obter o ponto H, (H, =
¢y N9,);

vi) se a = (H,,D,) ¢é a reta definida pelos pontos H, ¢ D, ,
entdto B=cNaeC=0bNa.

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao (notar que o tridngulo que
seria gerado por H; é congruente ao tridangulo A ABC).
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Exercicio 55) <a,h,,d,>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
h
= @ 4.].
¢ sin (4.1)
: bsin«
ah, = bh, =bcsina = a = S (4.2)
2ac cos & h_ bsina
72 — d —t 1 é —_-_ ¢ 43
a+c b S d,(h, + bsina) (4-3)
b* =a®+ ¢ — 2accos 8 (4.4)
Com o sistema (4.1)—(4.4) e sabendo que
cosB=1-— 2sin2§
sin® B = 4sin® 2 (1 — sin® &)
obtemos
4( h,bsina )2 [1 B ( h bsina )2}[)2 N
d,(h, +bsina) d,(h, + bsina) -
h, bsina 2
—Fsina+ bt = 2, bsinall - 2(o Y] (45
sin®a + h. Jbsina I 0h. T hsna) (4.5)

Se a equagao (4.5) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam « = Arccos ﬁ — sina = %5, h, =4y/3cm e
_ 403
= == cm.

d

b

A equacao (4.5) torna-se

77283b° — 1743805b° — 3782408b* + 22720320b% +
— 92198400b% + 20652441600 + 11565367296 = 0 (1)

Resolvendo (1) com algum programa, obtemos quatro raizes complexas
e duas raizes positivas as quais sdo mostradas abaixo (com seis algarismos
decimais exatos):
b=7Tcm = q, =5cmec, =8cm
b, = 24,0769517cm = a, = 18,1960092cm e ¢, = 8,464331 6 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sao <a,,b,,c,>e <a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.
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18 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 56) <a,h,,d, >
Método do problema ja resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <a,c,d, > e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 30).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 57) <a,h,,d,>
Método do problema ja resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <, c,d,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 32).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 58) <a,h,,d >
Método do problema ja resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <, ¢,d. > e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 31).

Discussao: o problema possui 0 ou ao menos uma solucao.

Exercicio 59) <a,h,,e,>
Método do problema ja resolvido

Como<h,, e, ,d, >formam um datum, conhecemos <, h_,d_ > e ja sabemos

a’? “a?

como resolver este problema (ver o exercicio 54).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Para mostrar que <h_,d_,e > formam um datum, escrevemos (ver a figu-
ra 4.60, na pagina 70):

1+1_1 . hzez  h.e, (%)
e Ve -h e -n

onde (*) é uma relagdo bem conhecida num tridngulo retangulo.

Para obter d, geometricamente, construimos a figura 4.60 (ver a pagina 70).
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Exercicio 60) <ayh,,e,>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

a= b:iinn ;‘ (4.7)

c= si};a (4.8)

74?2:?32% =el = sin’ g = 7(%;:0):65 (4.9)

b> =a*>+4 ¢ — 2accos 8 (4.10)

Com o sistema (4.7)—(4.10) e sabendo que
cosB=1-— 2sin2§
sin® B = 4sin® 2 (1 — sin® 2)
obtemos
4[1 N ( ha.b sin o )2} ( ha.b sin )2b2 _
e,(bsina=h,) e, (bsina—h,)

h,bsi :
:bzsirfa—f—hi—2habsina[2(%) ~1] @
e,(bsina —

Como <sina, h_,e,> sdo dados, podemos resolver (4.11) com algum programa
para obter b.

Se a equacdo (4.11) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Com < a, b, h,> conhecidos, j& sabemos como resolver este problema (ver o
exercicio 20).

Exercicio 61) <a,h,, e >
Método do problema jé resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <, c,e,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 35).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
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20 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS
Exercicio 62) <a,h,,e>
Método do problema ja resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <a,c,e,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 37).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 63) <a,h,,e.>
Método do problema jé resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <a,c,e, > e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 36).

Discussao: o problema possui 0, 1, 2 ou pelo menos 3 solugoes.

Exercicio 64) <a,h,,R>
Método do problema ja resolvido

Como < a, R, a > formam um datum (ver o exercicio 2 e a figura 4.2), conhe-
cemos < a, a, h, > e j4 sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 18).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 65) <a,h,,R>
Método do problema ja resolvido

Como a = 2Rsina e ¢ = h,/sina, conhecemos <a,a,c,h,, R> Com
<a,a,c> temos o exercicio 16; com <a,a,h,> temos o exercicio 19; com
<a,c, R>temos o exercicio 39. Em todos estes casos ja sabemos como resolver
estes problemas.

Finalmente, com <a, ¢, h,> teremos resolvido o exercicio 130; com <a, ¢, R >,
o exercicio 137; e com <a, h,, R >, o exercicio 159.

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
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Exercicio 66) <a,h,,r>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Com « e r podemos construir o ponto I, centro do circulo inscrito. Logo,

conhecemos o comprimento AY = ¢ =p — a (ver a figura 4.61, na pagina 71).
Com pr = ah,/2 = (a + {)r resulta @ = %Z e podemos obter a como a
quarta proporcional entre os segmentos h, — 2r, r e 2¢. Assim, conhecemos

<a,a,h,> e ji sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 18).

Observagao: para ter os detalhes da construgao do comprimento a do lado
BC, ver o segundo procedimento.

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estara resolvido se pudermos construir o circulo (figura auxiliar)
que passa pelos pontos B, C, I e I, (ver a figura 4.61, na pagina 71).

Vimos no teorema 2.10 em [7] que os comprimentos <r,7,,h, >, k € {a,b, ¢}
formam um datum. Assim, como

podemos obter r, como a quarta proporcional entre os segmentos h, — 2r, r e
h,.

a

Para obter o raio r,, fazemos a seguinte construcao (ver a figura 4.62, na
pagina 72):

i) construir duas retas s e t formando um angulo de vértice &
onde & =~ 30° (0 < € < 45°);

ii) colocar 2" € stal que 0.2 =h_, — 2r;

iii) colocar & € t tal que 0% = r e sejau = (2 ,%) a reta
definida pelos pontos 2 e %;

iv) colocar ¥ € s tal que ¥ = h, e sejam v a reta paralela a
reta u passando por ¥ e # o ponto de intersecao das retas
vet (W =vnNt).
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Podemos escrever

ox XY h,—2r h
oy YW r Ay

Logo,
YW =r,

Tendo obtido o raio r,, podemos construir o A ABC. Uma andlise da
figura 4.61 (ver a pagina 71) nos mostrara que os pontos B, C, I'e I pertencem
ao mesmo circulo (¢).

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.61, na pagina 71):

i) construir o angulo « de vértice A, obtendo as retas b e ¢;
i) construir a bissetriz interna (reta 9,) do angulo «;

iii) colocar I e I em d, servindo-se dos raios r e r_, respecti-

vamente;

a’

iv) construir o arco capaz (¢) do angulo reto sobre o segmento
IT, (circulo tendo II, como didmetro e centro o ponto D);

v) obter os pontos Be C (B=cN¢e C=bNg).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugdo (notar que A AB'C/ =
A ABC).

Exercicio 67) <ayh,,r>
Método do problema ja resolvido

Como <, h,,c> formam um datum, conhecemos <o, ¢, 7> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 41).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 68) <a,h,,r,>
Método do problema ja resolvido

Como <h_,r, ,r> formam um datum, conhecemos <, 7,7, > e ja sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 66).
Para obter r, escrevemos
2r, +h, _ ﬂ
T r

a

ou seja, o raio (segmento) r é a quarta proporcional entre os segmentos 2r_+h_,
r, e h, e pode ser facilmente construido (ver a figura 4.62, na pagina 72).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 69) <a,h,,r,>
Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o circulo (figura auxiliar)
que passa pelos pontos B, C, I, e I (ver a figura 4.63, na pagina 73).

Vimos no teorema 2.11 em [7] que os comprimentos < h_, r,, 7> formam um
datum. Assim, como

2r, —h, _n
h(l /',.C
o raio (segmento) r, é a quarta proporcional entre os segmentos 2r, —h_, h, e

r, e pode ser facilmente construido (ver a figura 4.62, na pégina 72).

Tendo obtido o raio r,, podemos construir o A ABC. Uma anélise da
figura 4.63 (ver a pagina 73) nos mostrard que os pontos B, C, I, e I pertencem
ao mesmo circulo ().

Daf a construcdo que segue (ver a figura 4.63, na pagina 73):

i) construir o angulo a de vértice A, obtendo as retas b e c;

)
ii) construir a bissetriz externa (reta ¢,) do dngulo «;
)

iii) colocar I, e I, em ¢, servindo-se dos raios r, e r_;

iv) construir o arco capaz (¢) do angulo reto sobre o segmento

I, I (circulo tendo I, I, como didmetro e centro o ponto E);

v) obter os pontos Be C (B=cN¢pe C=bnNg).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 70) <a,h,,r, >

b a

Método do problema ja resolvido

Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <, ¢, r,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 44).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 71) <a,h,,r,>
Método do problema ja resolvido

Como <a,h,,c> formam um datum, conhecemos <a,c,r,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 46).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 72) <a,h,,r.>
Método do problema jé resolvido
Como <a, h,,c> formam um datum, conhecemos <a,c,r,> e ji sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 45).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 73) <a,m,,m,>
Método da intersecao de dois lugares geométricos

Seja G o ponto comum das trés medianas do tridngulo (centro de gra-
vidade ou baricentro do tridngulo). Portanto, BG = 2m,/3 e uma anédlise
da figura 4.64 (ver a pédgina 74) nos mostrard que o ponto A possui duas
propriedades:

2m,,
33

i) sua distancia ao ponto G vale

ii) um observador colocado em A enxerga o segmento BM,
segundo um angulo « (A pertence ao arco capaz—¢, —do
angulo « sobre o segmento BM,).

Daf a construgao que segue (ver a figura 4.64, na pagina 74):
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i) numa reta m, qualquer colocar os pontos B e M, tais que
BM, =m,;

me'
3

ii) colocar G em BM, tal que BG =

ili) construir ¢, (arco capaz do angulo « sobre o segmento
BMI));

iv) tracar o arco ¢, = (G, 27%) e obter o ponto A (A = ¢, N
)3

v) se b= (A, M,) (b= (A’,M,)), obter C (C’) em b (b’) tal
que M,C=M,A (M,C"= M,A").

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC’) solugdes.

Exercicio 74) <a,m,,m, >
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

Seja B’ o simétrico do ponto B em relagdo ao ponto M, , ou seja, M, é o
ponto médio do segmento BB’. Uma analise da figura 4.65 (ver a pagina 75) nos
mostrard que o quadrildtero > ABCB’ é um paralelogramo pois suas diagonais
se intersectam nos seus pontos médios. Assim, £ ACB’ = « e o ponto C possui
duas propriedades:

2m,,

i) sua distancia ao ponto G vale ——;

ii) um observador colocado em C enxerga o segmento M, B’
segundo um angulo « (C pertence ao arco capaz—¢, —do
angulo « sobre o segmento M, B’).

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.65, na pagina 75):

i) numa reta m, qualquer colocar os pontos B e M, tais que
BM, =m,;

ii) construir os pontos G e B’, simétrico de B em relagao a
M,;

b

TN&o mostraremos como dividir um segmento 2 # em n partes iguais porque estamos
supondo que o leitor ja sabe como resolver tal problema; se nao for o caso, sua solugao pode
ser vista em (2], [9], [10], [11] e [14], por exemplo.



“trianguloscreen2” — 2015/1/]16 — 15:09 — page 26 — #29 QF

26 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

iii) construir o arco ¢, ;

iv) tragar o arco ¢, = (G, 2%) e obter o ponto C (C = ¢, N
.);

v) tracar as retas b = (C,M,) e ¢/ = (C,B’);

vi) construir a reta ¢ (B € ¢ e ¢ || ¢) e obter o ponto A (A =
bNec).

Segundo procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

Seja ¢, o-arco capaz do angulo « sobre o segmento B—]\/[b Sabemos que o
ponto C é simétrico do ponto A em relacao ao ponto M, . Logo, se ¢/1 representa
a imagem da simetria de ¢, em relagdo ao ponto M, , uma andlise da figura 4.66
(ver a pdgina 76) nos mostrard que o ponto C possui duas propriedades:

i) C pertence a ¢ ;

.. ) A (S 2m
ii) sua distancia ao ponto G vale —=.

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.66, na pagina 76):
i) numa reta m, qualquer colocar os pontos B e M, tais que
BM, =m,;

me

ii) colocar G no segmento BM, tal que BG = —~;

iii) construir ¢, (arco capaz do angulo « sobre o segmento
BM,) e ¢,;

iv) tracar o arco ¢, = (G, 2%) e obter o ponto C (C = ¢, N
,);

v) se b = (C,M,) (b = (C’,M,)), obter A (A = bnN¢,)
(A’ (A’ =b'Ng,)).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC’) solugdes.
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Exercicio 75) <a,m,,d, >
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a®> = b> + ¢ — 2bccos a (4.12)
a® =2b>+2c* —4m? (4.13)
2bccos & b d
76 b2 :d —— bczi( +C) a (4.14)
b+c ¢ 2cos 5
Com as equagoes (4.12) e (4.13) obtemos
4m? = (b+¢)* — 2(1 — cos a)bc (4.15)
Com o valor de bc dado por (4.14) e sabendo que 1 — cosa = 2sin* g,
reescrevemos (4.15), obtendo
2 Sin2 % 2
(b+¢)* —2d, =(b+c)—4m?2 =0 (4.16)
cos §
Pegamos a raiz positiva de (4.16):
sin2 % 2 1 Y 2 2
b+c=d, + \/(§da sin %) + (ma cos %) (t)

e a
cosg — CoSg
e o comprimento b + ¢ é conhecido.

Tentemos aproveitar este novo dado. Com um pouco de experiéncia e
inspiragao, pensamos no ponto M., pé da perpendicular conduzida pelo ponto
M, (ver a figura 4.67, na pagina 77) & bissetriz interna (reta 9,) do angulo «
(ou seja, M_ é a projecao do ponto M, sobre a reta d,). Como M, é o ponto
médio do segmento BC, M, é o ponto médio de BC (teorema sobre feixe de
paralelas, ver [8]), onde B e C s@o as projegdes de B e C sobre d,. Assim, como
um célculo facil pode mostrar,

am, = GrIent 1)

Substituindo o valor de b+ ¢ dado por () em (), resulta

AM, = 4d,sin* § +/ (3, sin’ §)' + (m, cos 3 ®

e o comprimento ¢ = AM_ pode ser construido! Como o comprimento AM,
é conhecido, podemos construir o A AM M, (figura auxiliar) e também o
ponto D_, resolvendo assim o problema.

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.67, na pagina 77):
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i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e c;

ii) construir a bissetriz interna (reta d,) do angulo « e, em
seguida, tracar o arco ¢, = (A, d,) para obter o ponto D,
(D, =0,N0,);

iii) construir o comprimento ¢ dado por (§). Tracar o arco
¢, = (A,£) e obter o ponto M, (M, =02 N¢,). Pelo
ponto M, assim obtido, tracar a reta v perpendicular a
retad, (M, €vev LD);

iv) tracar o arco ¢, = (A, m,_) e obter o ponto M, (M, =
0N ¢,);

v) se a = (D,,M,), obter os pontos B (B =anc¢)eC (C=
anb).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugdo (notar que o tridngulo que
seria gerado por M é congruente ao triangulo A ABC).

Observagoes:

i) para ter os detalhes da construcdo de ¢, ver [12] (Woods),
de onde este procedimento foi retirado;

ii) Detlef Laugwitz mostrou em [13] uma outra maneira de
calcular o comprimento AM . Seja 6 o angulo /D AM,
(ver a figura 4.67, na pdgina 77). Entdo AM_, = m, cosd
e precisamos conhecer o valor de cos 6.

Aplicando a lei dos senos nos AABM, e AACM,,

ven:
BC 1 1 1 1

= 4.17

2m, Lsin(5 + 0) X sin(§ — 0)} sin 8 + siny (417)

Aplicando a lei dos senos nos AABD, e AACD,, vem:
1 1 1 [BDEL-FDEC}_E 1

4.1
sin § d, sing (4.18)

sinB  siny d, 5

Substituindo o valor de ﬁ + Sii,y dado por (4.17) em
(4.18) e desenvolvendo sin(§ £ 6), resulta uma equagio que

simplifica para

d . . . .
2—“ [2sin § cos ] sin § = sin® § cos®  — cos” § sin” f
m

2 2 2
(4.19)

a
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Usando sin® § = 1—cos® 0 em (4.19), obtém-se uma equagao
quadratica em cos 6 cuja solugao é

d . d, . 2
cosf) = ——sin* § + ( ¢ sin® %) +cos? §
2m, 2m,

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Seja B’ o simétrico do ponto B em relagao ao ponto A (ver a figura 4.68,
na pagina 78). Logo, AB = AB’ e B'C = 2AM, = 2m, (j4 que A é o
ponto médio de BB/, e M, é o ponto médio de BC). Mostraremos abaixo
que podemos construir o A B’AC (figura auxiliar), com o que o problema fica
resolvido.

Trace a reta (B/,C) = m’, construa a bissetriz (reta ¢,) do ZB’AC e

considere o ponto D' =m’ Ne,. Assim, AD' ¢ a bissetriz interna conduzida
pelo vértice A no A B’AC e podemos escrever:

B'D) AB' AB

= —_— 4.2
D'C AC AC (4.20)
BD AB
Daé =xC (teorema das bissetrizes no A ABC) (4.21)
Com as equagodes (4.20) e (4.21), vem:
BD B'D
6= B (422

Portanto, as retas ¢ = (B,B’) e ¢ = (D,, D) sdo paralelas. Entio {AD,D’ =
4BAD, = & e podemos construir o tridngulo retangulo A AD, D’ pois AD, =
d, é conhecido.

Considere agora o AB’AC. Deste tridngulo conhecemos a medida do
dngulo no vértice A ({B’AC = 180° — ), B'C = 2m, e AD' = d, tan¥.
Logo, j& sabemos como construir o A B’AC (ver o exercicio 28). Finalmente,
o ponto B é obtido na reta ¢ com AB = AB’.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.69, na pagina 79):
i) construir o tridngulo retdngulo A AM O, onde LAOM =

a ou 180° — o, LAM, O =90° e AM, = m,, bem como
um ponto 7" na reta m, = (A, M,) tal que AT = %ﬂ;
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ii) tragar o circulo ¢, = (9,0A) e obter o ponto A’ (A’ =
m,_ Na,); tragar areta t = (O, M) e obter o didmetro P, P,,
P, sendo o ponto para o qual LAP,A’ = o ou 180° — ¢;

ili) tragar areta s = (A’, P,); construir o ponto P no segmento
A’P, tal que A’P = AT; construir aretat (P et et || t)
e obter o ponto @ (Q =t Ns);

iv) tracar a reta v = (P,,Q) e obter o ponto P, € t tal que
QP, = QA

v) tragar o arco ¢, = (P,,P,P,) e obter o ponto B (B =
¢, 0 ¢y);

vi) tragar a reta a = (B, M) e obter o ponto C, simétrico de
B em relacdo a M, .

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugdo (notar que o triangulo que
seria gerado por B é congruente ao tridngulo A ABC).

Observagdo: esta construgao foi retirada de [15], p. 94, que se baseou nos
procedimentos de Thébault em [12] e de Velissarios em [13].

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

Seja A’ o' simétrico do ponto A em relacao ao ponto M. . Logo, AA' =2m_ e
o quadrilatero  BACA’ é um paralelogramo pois suas diagonais se intersectam
nos seus pontos médios. Entao LACA’ = 180° — {BAC = 180° —a =60 ¢
pode-se construir o circulo circunscrito (I') ao A ACA’ pois IV contém o arco
capaz de 6 sobre o segmento AA’.

Construa a mediatriz (reta m) do segmento AA’ e o ponto P, = mNIY,
com P, pertencendo ao arco capaz. Finalmente, considere também o ponto P,,
segunda intersegao da reta m com o circulo IV e antipoda de P,, e as retas

m, = (A,A)es=(C,P,).

O problema estard resolvido se pudermos construir o A ACA’ e o ponto
P, =m_Ns. Uma andlise da figura 4.70 (ver a pagina 80) nos mostrard que o
ponto P, possui duas propriedades:

1) pertence & reta m, = (A, A’);
ii) se ¢ representa sua distancia au ponto P, (P, P, = {), entao

(=P,P, (4.23)
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Para provar o resultado dado pela equagao (4.23), notamos que s é a bissetriz
do ZACA’. Entao CP, é a bissetriz interna do angulo do vértice C no A ACA’
e seu comprimento é

cp 2bc cosg 2bcsin § d tan @
= = = an =
8 b+c b+c “ 2

Lembramos também que, pelo exercicio 28, P, P, - P,C = (P,A’)2.

Sejam as retas t = (P,,A’) eu = (P,,A’). Coloca-se o ponto P, na reta u tal
que P,P, =d,. A perpendicular a reta u conduzida pelo ponto P, intersecta a
reta m no ponto P, e coloca-se P, nareta t tal que o $ A’ P, P, P, é um retangulo.
E como 4P, P,A" = a/2, tem-se que P,P, = A'P, =d, tan§ = P,C.

Se © é o ponto médio do segmento A’P,, considere a reta v = (P,,;9) e o

circulo ¢, com diametro A’P,. Defina os pontos P, e P, como P, =bvN¢, e

P, =vn¢,. Entdao P,P, - P,P, = (P,A’)? com P,P, = P,C. Logo, P,P, =
pP. 1

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.70, na pagina 80):

i) numa reta m_ qualquer colocar os pontos A, M_ e A’ tais
que AM, = m,_, e M A" = m_; construir a reta m e o
circulo T”; obter os pontos P, =mNI' e P, =mNTI’, com
P, no arco capaz de 6 sobre o segmento AA’;

ii) tragar as retas t= (P,,A’) eu= (P,,A’);

iii) colocar P, € u tal que P,P, = d_ e construir o retangulo
OA'P,P,P,,com P,ecmelP, €t

475767

iv) tracar o circulo ¢, com centro O e diametro A’P, e a reta
v = (P,,0); obter os pontos P, =vN¢, e P, =0N¢,;

v) tragar o arco ¢, = (P,, P,P,) e obter o ponto P, =m_Nd,;
tracar a reta s = (P,, P,) e obter o ponto C (C =sN1I");
tracar a reta a = (C, M) e obter B como simétrico de C

em relacao ao ponto M, .

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugdo (notar que o tridngulo que
seria gerado por Pé é congruente ao tridngulo A ABC).

Observagao: se C =0, Ns, entao LACC = 90°. Seja s’ a reta paralela & reta s
tracada por D, (D, € s’ e s’ || 5). Se V =5"Nb, entdo LAD V =90° e
D,V =d, tan%. Como CP, = VD, e CP,|| VD,, entdo o quadrildtero
& D, P,CV é um paralelogramo e b’ || b, com b’ = (D,, P,).
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Quarto procedimento — Método algébrico

Sejam 6 = B —y e p = LAM H, . Jé& vimos que £H,AD, = $ e, pelo

2
5 < .
—Cozg‘; : ). Podemos entdo escrever o seguinte

coroldrio 2.9 em [7], cosa =
sistema de equagoes nao lineares:

m,siny=h, (4.24)
)

d, cos ~ h, (4.25)

sin d tan u = cos § + cos « (4.26)

Com (4.24) e (4.25) obtemos

2 Qin2
mg sin” g

COS
d2

,0  1+cosd
2 2

Dai, vem:

9m? sin? 2m._ si
COS(SZ%—Z[ e sinéz%\/di—misiﬁu

Substituindo estes valores em (4.26), resulta:

m,\2] sin’®p d, (1 — cosa)7?
1- () |t - [P +1 - cosa = 4.2
[ d,/ 11—sin®py 2m, sinp + Q5% =0 (427)

Como <cosa,m,,d,> sdo conhecidos, podemos resolver a equacdo (4.27),
obtendo assim o sin u e com isso os trés lados <a, b, c> do triangulo.

Aplicacao numérica: sejam o = Arccos %, m, = —V2201 cmed, = %ﬁ cm.
Com estes valores, a equagao (4.27) torna-se
80601 sin” 1 — 81280 sin® p + 4096 = 0 (4.28)

E conveniente fazer a substituicdo sinp = h,/m, e calcular h,. A equacao
(4.28) torna-se

401h* — 20320k + 51456 = 0 (1)

Resolvendo (1), a tinica solucdo positiva que convém é h, = 41/3. A construgio
do A ABC pode ser efetuada agora sem dificuldades.

Observagoes:

i) este procedimento foi retirado de [4], problema 578,
pp. 330-331;
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ii) para saber mais sobre este problema e conhecer outros
procedimentos, ver [3], [5], [13], [12] e [15], p. 94.

Quinto procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

Uma andlise da figura 4.71 (ver a pdgina 81) nos mostrard que o ponto M,
possui duas propriedades:

i) pertence a circunferéncia ¢ = (A,m,);
ii) pertence & curva (conica) $ dada por

tan” §(2* —d,xz) —y* =0 (4.29)

Seja a uma reta livre que se move passando sempre pelo ponto D,. Se B
e C sao as intersecoes desta reta com as retas ¢ e b, respectivamente, entao a
conica dada por (4.29) representa o lugar geométrico descrito por M, ponto

médio do segmento BC.

Para provar o resultado dado por (4.29), coloquemos o0 A ABC num sistema
de coordenadas cartesianas retangulares onde o ponto A ¢é a origem e a bissetriz
interna 0, a reta y = 0 (eixo x). Assim, as coordenadas do vértice A e do
ponto D, (pé da bissetriz interna) tomam os seguintes valores: A = (0,0) e
D, =(d,,0). Podemos escrever:

reta b: y= tangz (4.30)

reta ¢ y= —tan gz (4.31)

Se 6 é o angulo formado por a e o eixo z (reta ?, ), entdo a equagdo de a é
dada por

reta a: y=tanb(x—d,) (4.32)
Assim, B=c¢Nae C=bnNa. Resolvendo (4.31) e (4.32), obtemos B:
B tan 0d, s tan 6 tan %d; (4.33)
tanf +tan ' tanfd +tan 3

Resolvendo (4.30) e (4.32), obtemos C:

C_ tan 6d, _ tan 6 tan %d; (4.34)
tanf —tan 5 tanf — tan 5
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Finalmente, M, = (B + C)/2, e de (4.33) e (4.34) obtemos:

Mo < tan® 0d, tan 0 tan® 5

d
’ - ou M =(x R
tan® 0 — tan® 5 tan® f — tan® %) = ( M, Y, )

Podemos expressar tan¢ em fungao de z,, ey, :

a6 tan® 0 tan® $d, N o tan® Sz,
an = 29 _4an? %y —> tanfh= ——-—"°
Yna = Tan? 0 — tan? g 27 My Yus

a

Substituindo este valor de tan 6 em x desenvolvendo e simplificando, resulta:

M,
tan® §(2* —d,z) —y*=0 1

A equagao (4.29) serd uma hipérbole (ver [6], por exemplo) se tan §d, # 0.
Colocando-a na forma

)

(-%) v

(dTa (tanQ%da )2

™

reconhecemos (4.29) como uma hipérbole ($)) centrada no ponto C = ( %“, 0)e

com excentricidade & = /1 4 tan® §, focos nos pontos F, = (%“(ég +1),0) e

d

F, = (—=(& —1),0), vértices nos pontos A e D,, diretrizes DD e DD’ dadas

por x = %(1 + 1) e assintotas dadas pelas retas y = & tan % (z — %‘1), ou seja,
as assintotas sdo paralelas aos lados b e ¢ do tridngulo (ver [1]).

O outro lugar geométrico do ponto M, é o circulo (¢) centrado em A de
raio m,_, ou seja,
4y =m’ (4.35)

Assim, M, = $ N ¢. Geralmente, as intersegdes de uma hipérbole com um
circulo nao sao construtiveis com régua e compasso mas se o centro do circulo
pertence ao eixo da hipérbole, como acontece aqui (ainda mais particularmente,
o centro coincide com um vértice da hipérbole), tal construgao é possivel. Para
tal, basta observar que substituindo o valor de y* dado por (4.29) em (4.35), a
coordenada x ™, pode ser construida. Procedendo a este calculo, apds simples

manipulagoes algébricas obtemos a seguinte equacao do segundo grau em x,, :

2 2 .2 2
xh, +tan® §(a}, —d,zy, ) =m;

a
@

Ty (T, —d,sin” ) = (m, cos 3)*

Ty (T, —u)=v’ (4.36)

a
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Observagao: como visto no primeiro procedimento,

Ty, =AM, = id, sin’ § + \/ 1d, sin® 2)" + (m, cos &)

onde M, é a projegdo ortogonal de M, sobre a reta 0, .

Dai a construcdo que segue (ver o primeiro procedimento e a figura 4.71,
na pégina 81).

i) construir o angulo « de vértice A, obtendo as retas b e ¢;
construir a reta 9, e, servindo-se de d_, coloca-se o ponto
D, naretad,;

a?

ii) construir o comprimento x,, dado por (4.36);

ili) tragar o circulo ¢, = (4, z,, ) e obter o ponto M_, projegao
ortogonal de M, sobre aretad, (M, =0 Ng,);

iv) construir a reta u (M, € u e u L 9 ); tragar o arco ¢, =
(A,m,) e obter o ponto M, (M, =un¢,);

v) tragar a reta a = (D ,M_) e obter os pontos B (B =cNa)
eC (C=bna).

Observagao: a construcio dos pontos M, e M pode ser feita de uma maneira
bastante elegante mas antes de apresentéd-la, vou transcrever a troca
de mensagens entre Giovanni Artico (GA) e Nikolaos Dergiades (ND)
no agora encerrado grupo Hyacinthos (mensagem # 15637 de 2007).

[GA]: Problem: “to find the intersections of an hyperbola (given
by asymptotes and vertices) and a circle centred on the major axis
of the hyperbola”. Has anyone a (simple?) construction? Thanks

Giovanni Artico

[ND]: Let A, A’ be the vertices of the hyperbola on the major
axis and let O the center of the hyperbola mid point of AA’. The
perpendicular to AA’ at A meets one asymptote at B. Let (K,R)
our circle with K(c,0). The equation of the circle is (x-c)? 4 y? =
R2. If x?/a% -y%/b? = 1 (hyperbola) then OA = a and AB = b.
Eliminating y from the above equations we get (a? + b?)x? - 2acx -
a?(b? + R? - ¢?) = 0. The same equation we get as the intersection
of the asymptote y = bx/a and the circle (x-c)? 4+ y? = b% 4+ R2.
Hence we have the following construction:

The parallel from B to the major axis meets the tangent of our
circe that is parallel to the minor axis at T. The circle (K,KT) meets
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the line OB at the points D, D’ and the parallels from these points
to the minor axis meet our circle at the points of intersection with
the hyperbola. Best regards

Nikos Dergiades

Giovanni Artico pede a solucdo para o problema de encontrar (construir) as
intersegoes de uma hipérbole dada pelas assintotas e vértices com um circulo
centrado no eixo transverso da hipérbole.

Traduzindo e adaptando a construcao de Nikolaos Dergiades & nossa nota-
¢ao, temos:

Sejam A e D, os vértices da hipérbole no seu eixo principal (reta
2.) e C o seu centro, ponto médio de AD,. A perpendicular i reta
0, em D, intersecta uma assintota em B. Seja (K, R) o circulo de
centro K = (¢,0). A equagdo do circulo é (x —¢)* + y*> = R*. Se
fl—z - 7;—3 = 1 (hipérbole), entao CD, = a e D,B = b. Eliminando y
das equagoes acima, obtemos (a*+b*)x*—2a*cx—a*(b*+R*—¢*) = 0.
A mesma equacao é obtida fazendo-se a intersecdo da assintota
y=bz/aeociculo (z—c)?+y* =+ R =V + R* .

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.72, na pagina 82):

i) construir o angulo a de vértice A, obtendo as retas b e ¢;
construir a bissetriz interna do angulo « (reta d,) e o ponto
D, (D, €3, e AD, =d,);

ii) construir o ponto médio (C) do segmento A D, ; construir as
retas b’ (Ceb' eb' || b)ed (Ced e | ). Tem-se assim
a hipérbole 9, dada pelos vértices A e D, e assintotas b’ e
¢’. Deste modo o ponto C é o centro de $ e AD,, seu eixo
transverso.

ili) tracar o circulo ¢, = (A,m_) e obter o ponto P, (P, =
0, N¢,); construir a reta ¢/ (D, € ¢ ee¢ L0 ) e obtero
ponto P, (P, =¢ Nb’);

iv) construir as retas ' (P, € ' ed || d)ee (P, €¢ e
¢/ 10, e obter o ponto T’ (T' =9 Ne’);

v) tragar o circulo ¢ = (A, AT) e obter o ponto D (D = b'Ng);

vi) construir a reta t (D € tet | ¢) e obter os pontos M,
(M, =tNg¢,) e M (M =tNg,).
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Exercicio 76) <a,m,,d,>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b2 N 2
# = cosa (4.37)
20+ ) —a®> =4m? (4.38)

b2

ac— 25— g2 (4.39)

(a+c)?

Como < cos o, m,, d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.37)—(4.39),
obtendo assim os trés lados <a, b, ¢> do triangulo.

11 _ /201 _ 40V3
1 My = cm e d, = =3¢ cm.

Aplicagdo numérica: sejam o = Arccos 5

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a =5cm; b=Tcm; c=38cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.

Exercicio 77) <a,m,,d, >
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a®> =b>+ ¢ — 2bccos (4.40)

am? = 2(a® 4 c*) = b (4.41)
2bc cos(a/2) d,c

= AN - & - 4.42

d, b+c =0 2ccos(a/2) — d, (442)

Com (4.40) e (4.41) obtemos
dm? = b* + 4¢® — 4dbccos o (4.43)
Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.42) em (4.43), resulta

. 8d,(2+cosa)cos(a/2) , (b+4cosa)d’ —16m? cos’(a/2) ,

a 16 cos*(/2) o+ 16 cos?(a/2) oF
16m2d, cos(a/2) 4m2d?

16 cos?(a/2) ‘716 cos*(a/2)

=0  (4.44)
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Como <cosa,m,,d,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.44) com
um programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.44) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam o = Arccos % = cos g = 51—‘{17, m, = % cm

ed ngﬁcm.

A equacao (4.44) torna-se
.52, 1163, 1204 33712

ct— —=c — c )

5 300 5 75
Resolvendo (f) com algum programa, obtemos uma raiz negativa e trés
rafzes positivas, as quais sdo mostradas abaixo (com seis algarismos decimais

exatos):

o6 <
15 —=56/c,

c, =4,7684129cm = b, =17,1987498cm e a, = 13,771736 9 cm

¢, = 24469698 cm — b, = 0

¢, =8cm = b, =7cmea, =5cm

Verificagdo: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sdo <a,,b,,c,> e <a,,b,,c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 78) <a,m,,d,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

b2 2 2
% = cosa (4.45)
c
2(a®+¢*) — b =4m? (4.46)
ab’c
ac — m = di (447)

Como < cos a, m,, d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.45)—(4.47),
obtendo assim os trés lados <a, b, ¢> do triangulo.

Aplicagio numérica: sejam o = Arccos 1, m, = Y222 cm e d, = %‘3/5 cm.

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a=5cm; b= "Tcm; c=38cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.
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Exercicio 79) <a,m,,d_ >
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:
Prox A +;;C‘ B & cosi (4.48)
2(a®+¢*) —b* =4m? (4.49)
3 % _ (4.50)

Como < cos a, m, ,d_> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.48)-(4.50),
obtendo assim os trés lados <a, b, ¢> do tridngulo.

Aplicagio numérica: sejam o = Arccos 1, m, = Y222 cm e d, = STﬁ cm.

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a =5cm; b= "Tcm; c=38cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.

Exercicio 80) <a,m_ e, >
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

Comecgamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares onde,
sem perda de generalidade, supomos b > c:

a®> =b>+ ¢ — 2bccos (4.51)

a’> =2b>+2c¢* —4m? (4.52)
2bcsin g (b—c)e
2 _ 73 o

- e, = be e & (4.53)

2

Com as equagoes (4.51) e (4.52) e sabendo que cosa = 1 — 2sin” §, obtemos

4m? = (b—c)* + (2cos §)* be (4.54)

Com o valor de bc dado por (4.53) reescrevemos (4.54), obtendo

2 a
cos® §

(b—c)* + 2e,

(b—c)—4m2 =0 (4.55)

P Q
st
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Pegamos a raiz positiva de (4.55):

2 1 2 - > cos? %
b—c= sin%\/(ie“ cos* 2) + (m,sing) —e, n g (1)

e o comprimento b — ¢ é conhecido.

Tentemos aproveitar este novo dado. Com a experiéncia adquirida quando
da resolugao do problema < «, m,,d, > (ver o exercicio 75), pensamos no ponto
M, pé da perpendicular conduzida pelo ponto M, (ver a figura 4.73, na
pagina 83) a bissetriz externa (reta ¢, ) do angulo « (ou seja, M_ é a projecao
do ponto M, sobre a reta ¢,). Como M, é o ponto médio do segmento BC,
M, é o ponto médio de BC (teorema sobre feixe de paralelas, ver [8]), onde
B e C sao as projecoes de B e C sobre ¢,. Assim, como um célculo facil pode
mostrar,

(b—c)sin g

A =
M. 2

(1)

Substituindo o valor de b — ¢ dado por () em (), resulta

AM, = \/(%60 cos? %)2 + (ma sin %)2 — %ea cos® § (§)

e o comprimento ¢ = AM_ pode ser construido! Como o comprimento AM,
é conhecido, podemos construir o A AM_M, (figura auxiliar) e também o
ponto E_, resolvendo assim o problema.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.73, na pagina 83):

i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e ;

ii) construir a bissetriz externa (reta ¢ ) do angulo « e, em
seguida, tracar o arco ¢, = (A, e,) para obter o ponto E,

(Ea = ea ﬁ ¢1)7

iii) construir o comprimento ¢ dado por (§). Tracar o arco
¢, = (A,l) e obter o ponto M, (M, = ¢, N¢,). Pelo
ponto M _ assim obtido, tracar a reta v perpendicular a
retae, (M, €vebv Le);

iv) tracar o arco ¢, = (A, m,) e obter o ponto M_ (M, =
vN ¢3);

v) se a = (E,,M,), obter os pontos B (B=c¢Na)eC (C=
bNa).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Seja A’ 0 simétrico do ponto A em relagao ao ponto M. Logo, AA" =2m_ e
o quadrildtero ¢ BACA’ é um paralelogramo pois suas diagonais se intersectam
nos seus pontos médios. Entao LACA’ = 180° — ABAC = 180° —a =f ¢
pode-se construir o circulo circunscrito (T') ao A ACA’ pois IV contém o arco
capaz de # sobre o segmento AA’.

Construa a mediatriz (reta m’) do segmento AA’ e o ponto P, = mNIY,
com P, pertencendo ao arco capaz. Finalmente, considere também o ponto P,,

segunda interse¢ao da reta m’ com o circulo IV e antipoda de P,, e as retas
m, = (A,A)es=(C,P).

O problema estard resolvido se pudermos construir o A ACA’ e o ponto
P, =m_ Ns. Uma andlise da figura 4.74 (ver a pagina 84) nos mostrard que o
ponto P, possui duas propriedades:

i) pertence a reta m, = (A, A’);
ii) se £ representa sua distancia au ponto P, (P, P, = (), entao

(=PP, (4.56)

Para provar o resultado dado pela equacao (4.56), notamos que s é perpen-
dicular & bissetriz do ZACA’. Entédo CP, é a bissetriz externa do angulo do

vértice C no A ACA’ e seu comprimento é

2bcsin ¢ 2bccos &
L 2 2 @
CP, = e — b_c =e, cot 5

Lembramos também que, pelo exercicio 33, P,C - P, P, = (P, A)*.

Sejam as retas t = (A, P,) eu = (P,, A). Coloca-se o ponto P, na reta u tal
que P P, =e¢,. A perpendicular & reta u conduzida pelo ponto P, intersecta

a reta m’ no ponto P, e coloca-se P, na reta t tal que o O AP, P,P, ¢ um

retangulo. E como 4P, P,A = /2, tem-se que P, P, = AP, = ¢, cot§ = CP,.

Se 9 é o ponto médio do segmento A P,, sejam a reta v = (P,, D) e o circulo

¢, com didmetro AP,. Defina os pontos P, e P, como P, = vN¢, e P, = vN¢,.
Entdao P, P, - PP, = (P,A)? com P,P, = CP,. Logo, P,P, = P, P, 1

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.74, na pagina 84):

i) numa reta m_ qualquer colocar os pontos A, M, e A’ tais
que AM, =m_ e M A’ = m_; construir o circulo IV e a

reta m’; obter os pontos P, = mNI' e P, = mNT’, com P,
no arco capaz de 6 sobre o segmento AA’;
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ii) tragar as retas t = (A, P,) eu= (A, P,);

ili) colocar P, € u tal que P,P, = e_ e construir o retdngulo
OAP,P,P,,com P,em’e P, €t

iv) tracar o circulo ¢, com centro O e didmetro AP, e a reta
v = (P,,D); obter os pontos P, =vN¢, e P, =0N¢,;

v) tragar o arco ¢, = (P,, P, P,) e obter o ponto P, =m_Nd,;
tracar a reta s = (P,, P,) e obter o ponto C (C =sNI");
tracar a reta a = (C, M) e obter B como simétrico de C
em relacao ao ponto M, .

Observagao: se C = ¢, Ns, entdo LACC =90°. Seja s’ a reta paralela a reta s
tracada por E, (E, €5 es’ | s). SeV =s'Nb, entdo LAE V =90° e
E,V =e, cot%. Como CP, = VE, e CP,|| VE,, entao o quadrildtero
& E,P,CV é um paralelogramo e b’ || b, com b’ = (E,, P,).

Terceiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Seja B’ o simétrico do ponto B em relagdo ao ponto A (ver a figura 4.75,
na péagina 85). Entao AB" = AB e considere 0 A AB'C. Se AE’ ¢ a bissetriz
externa do vértice A deste triangulo, podemos escrever:

E'B AB' AB
E'C~ AC AC

(4.57)

E como AFE, ¢ a bissetriz externa do vértice A do A ABC, podemos escrever:

E,B AB

EC_ AC (4.58)
Assim, de (4.57) e (4.58), vem:

EB EB

EC EC

e as retas ¢ = (B,B/) e ¢/ = (E,, E) sao paralelas.

Entao AAE; E, = «B'AE = 5 e podemos construir o tridngulo retangulo
AAE_E' pois AE, = e, é conhecido. Logo, podemos construir o comprimento
AE.

Considere agora o A AB’C. Deste tridangulo conhecemos £ CAB’ = 180° —
a, BC = 2AM, = 2m_ (j4 que A e M_ sao pontos médios de BB’ e BC,
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respectivamente) e AE'. Logo, sabemos como construir este tridngulo (ver o
exercicio 33). Finalmente, o ponto B é obtido na reta ¢ = (B’, A) com A como
ponto médio de B’B.

Quarto procedimento — Método algébrico

Sejam § = f —vep=4LAM H,. Sabemos que LH AE = 90° — g e,

pelo coroldrio 2.9 em [7], cosa = —%‘;:5). Podemos entao escrever o seguinte
sistema de equagoes nao lineares:
m, sinp =h, (4.59)
e,sind=nh, (4.60)
sind tan p = cosd 4 cosa (4.61)
Com (4.59) e (4.60) obtemos
m?sin®p ) 1+cosd 1—cosd

2 2

2m? sin® p 2m., sin p
cosd=1——=—" e sind=—"22——1/e> —m2sin’pu
62 62 a a
a

Substituindo estes valores em (4.61), resulta:

2 in? 1 2
oo (2] [
e 1—sin®p 2m, sinp

a

Como <cosa,m,_,e,> sao conhecidos, podemos resolver a equacdo (4.62),
obtendo assim o sin ¢ e com isso os trés lados <a, b, c> do triangulo.

Aplicagao numérica: sejam o = Arccos %, m, = —V2201 cme e, =8y21lcm.

Com estes valores, a equacao (4.62) torna-se

3953 sin* 1 — 110976 sin® x + 102400 = 0 (4.63)

E conveniente fazer a substituicao sin u = h, /m, e calcular h,. A equacao (4.63)
torna-se

59h* — 83232h° + 3859200 = 0 (1)

Resolvendo (f), a tnica solucdo positiva que convém é h, = 44/3. A construcio
do A ABC pode ser efetuada agora sem dificuldades.
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Exercicio 81) <a,m,,e,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b*+c*—=a®
R S ey 4.64
Sba cos (4.64)
2(0* + ¢*) —a® = 4m’? (4.65)
b 2 N
ac[(c_a) - 1] =e’ (4.66)

Como < cosa, m,, e,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.64)-(4.66),
11 V201 40

M, = Y5-cmee, =3 cm.

Aplicagdo numérica: sejam o = Arccos o) 3

Com estes valores, um programa qualquer fornece
a =>5cm; b= "Tcm; c=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.

Exercicio 82) <a,m,,e,>

b) Ya

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares, onde
primeiramente supomos c > b:

a®> =b>+ ¢ —2bccosa (4.67)

Am? = 2(a® +¢*) — b (4.68)
2bcsin § e,c

2 = & 4.69

€a c—b 2csing +e, (4.69)

Com o sistema (4.67)—(4.69), podemos mostrar que devemos encontrar as raizes
da equacgao

1—cosa
ot e,(2—=cosa)y Tc"’ L+ (b —4cosa)e? /8 —m2(1 —cosa)(22 L+
1 —cosu 1 —cosa

2mi6“/170% m2e?
- - e—==0 (1)

1—cosa  © 2(1 —cosa)
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Como <cosa, m,, e, > sdo conhecidos, podemos resolver () com um programa
qualquer para obter c.

Se a equagdo () ndo possui raiz positiva, o problema ¢é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Devemos agora supor b > c. Neste caso,

b e.c
o
e, — 2csin 5

e a equagao cujas raizes devemos encontrar torna-se

. €,(2—cosa)y imgee sy (5 —4cosw)e? /8 —m2(1 —cosoa)cz n

¢t — c
1—cosa 1—cosa

2m26a 1—020504 m2e?
S e =0

1—cosa © 2(1 — cos )

Como <cosa,m,,e,> sdo conhecidos, podemos resolver () com um programa
qualquer para obter ¢. ¢® e ¢® (o termo independente) sdo iguais, as raizes de
(1) e (1) s@o simétricas. Logo, ndo hd necessidade de resolver (1).

Aplicagdo numérica: sejam « = Arccos % = H% = %, m, = % cm
ee, =8yv2lcm.
A equacdo (1) torna-se
5695
¢t +68¢° + TCQ —3612¢ — 101136 =0 (8)

Resolvendo (§) com algum programa, obtemos uma raiz positiva e uma
raiz negativa (raiz positiva de (})), as quais s@o mostradas abaixo (com seis
algarismos decimais exatos):

ec
¢, = 8cm =— b, =—21 — =Tcmea, =5cm
y ' e, +2csing !

e c
¢, =—8,7639841cm = ¢, =—c,eb>c = b, = 2

e, —2c,sin g
¢, = 87639841cm = b, =10,3900192cm e a, = 6,4551399 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sdo <a,,b,,c,> e<a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 83) <a,m,,e,>
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Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b* 4 c* —a®
_—_——-— 4-
T cos & (4.70)
2(a®+ %) — b =4m? (4.71)
b 2 '
ac[(c_a) —1} =e; (4.72)

Como < cosa, m,, e,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.70)—(4.72),
obtendo assim os trés lados <a, b, c> do tridngulo.

Aplicagio numérica: sejam o = Arccos 1, m, = Y22 cm e e, = L cm.
Com estes valores, um programa qualquer fornece
a = 5cm; b= "Tcm; c =8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este tridngulo satisfaz
todas as condic¢oes do problema.

Exercicio 84) <a,m,,e>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b*+c—a’
S 4.
T8 cosa (4.73)
2(a®*+¢*) — b =4m? (4.74)
C 2
ab[(b—a) —1} =e, (4.75)

Como < cosa, m,, e_> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.73)—(4.75),
obtendo assim os trés lados <a, b, ¢> do triangulo.

Aplicagao numérica: sejam o = Arccos %, m, = —V1229 cme e, =95v2lcm.

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a=95cm; b= Tcm; c=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.
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Exercicio 85) <a,m,,R>
Método do problema ja resolvido

Como <, R,a> formam um datum, conhecemos <o, a,m, > e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 23).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 86) <a,m,,R>
Método do problema ja resolvido

Como <, R,a> formam um datum, conhecemos <a,a, m,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 24).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 87) <a,m_,r>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a®> =b"+ ¢ — 2bccos (4.76)

2(0* + ¢*) —a® = 4m’ (4.77)
r 2r 2r

a2 p—a b+c—a te tan%+a (4.78)

Com o sistema (4.76)-(4.78) podemos mostrar que o comprimento a é a raiz
positiva da equacao
cos & Cos «

a’+8r——a+38 r?—4m? =0 (1)
sin « 1 —cosu

Assim, a pode ser construido! Conhecemos entao < o, a, m,> e ja sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 23).

Uma andlise da equacd@o () nos dird que esta equac¢do possui no maximo
uma raiz positiva (hd dois casos a considerar: cosa > 0 e cosa < 0). Logo,
temos a seguinte discussao:

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Segundo procedimento — Método algébrico
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Sejam A’ o simétrico do ponto A em relagao ao ponto M, e M_ a projecao
ortogonal de M, sobre a reta 0,. Pode-se colocar o A ABC num sistema de
coordenadas cartesianas retangulares onde o vértice A é a origem e areta d_, o
eixo x. Assim, as coordenadas dos pontos a seguir tomam os seguintes valores:
A =(0,0), I =(z,,0), M, = (z,,y,), M, = (z,,0) e Al = (22, 29,,)-

Se (ver a figura 4.76, na pagina 86) 8 = ZIAY, entdo tanf = ¢ =
r//zT —72. A equagdo da reta b é y = tx e a daretac é y = —tx. A reta
b” = (A’,B) é paralela a reta b (0 O BACA’ é um paralelogramo) e tem como
equagdo y — 2y,, = t(z — 2z,,). Como B = c¢Nb”, obtém-se as coordenadas
para o ponto B, ou seja, B = (z,, — yTM,yM —tz,,). As coordenadas (z.,ys)
do ponto C e a equacido da reta a = (B, C) sao calculadas usando-se os pontos
BeM,. Assim C = (z,, + 4Ly, +tx,)ea: 2z, x—y,y+y, —t*z%, = 0.

Sabe-se pela geometria analitica (ver [6], por exemplo) que a distancia ¢

, ux, +vy, +w
entre a reta ur + vy +w = 0e o ponto P = (x,,y,) é £ = /. onde
o sinal do denominador é o oposto do sinal de w. Considerando o ponto I e a
reta a, £ =r e a formula da distancia resulta na equacao

R e A

/22, + 2,

(4.79)

Substituindo ¢* por r*/(z? — r*) e y3, por m> — x2, na equacao (4.79) e

M
simplificando, vem:

2

r*[(m,x7 —m, r?)+aiad, (2r’ —21)] = [(imi —mir®)—z,z,, (x,2,, —r")]" (4.80)

Desenvolvendo e simplificando (4.80), resulta:
xrwy — 2riaay, — riaial, — 2mlatad, +2mietatal, Frinial, + 2miriziz,, +
—omiriz,x,, +mext —2mir’al +mirt —mir® 4 2omiriel —miriel = f(z,,) =0

(t)

Usando um. programa de computacdo algébrica (calculos simbdlicos),
f(x,,) pode ser fatorada:

f@,) = (@i, +mir’ —m2al)[x]a}, —2r'z, 2, —r* —mlal +mir® +r%a]]

Assim, as raizes de f(z,,) em (}) s@o:

(2, ) =m(2? —1?) = x,, = :I:TZ“ N (raizes estranhas)
I

vt =2tz x,, =rt+miat —mir® —r?2?

)(m} —1%)

x> -7’
Ty (xM - 2TxLI) = [1 - (%)2] (mi - T2)

L&y (xIxM - 2T2) = ( 3 -
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Como - = sin §, deve-se construir o comprimento z,, tal que
T, 2

z,, (z,, —2rsin2) = (cos 2/m? —r2 )’
Ou na notacao da figura 4.76, P, P,(P,P, — 2IP,) = P,P,>.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.76, na pagina 86):

i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e
¢; construir a reta 0 e, servindo-se do raio r, coloca-se o
ponto I na reta d; tracar aretat (I €vev L b) e obter o
ponto Y;

ii) tragar o circulo inscrito 7y, e obter o ponto P, (P, =9,N%,);
tracar a reta b’ (P, € b’ e b’ || b) e obter o ponto P,
(P, =tnNb);

ili) tracar o arco ¢, = (I,m,); obter o ponto P, (P, =bN¢,)
e o comprimento ¢, = Y P, = /m? —r?; tracar o arco
¢, = (I,£,) e obter o ponto P, (P, =0, N¢,);

iv) construir a reta s (P, € s e s L b’); obter o ponto P,
(P, =sNb’) e tracar a reta t = (I, P, );

v) tragar o circulo ¢, = (I, I P,); obter o ponto P, (P, = tN¢,)
e 0 comprimento ¢, = P, P,; tracar o arco ¢, = (A,/,) e

obter o ponto M, (M, =2, N¢,);

vi) construir a reta u (M, € ueu L 0,); tragar o arco ¢, =
(A,m,) e obter o ponto M, (M, =ung,);

vii) tragar o circulo ¢, de didmetro TM, e obter o ponto X
(X =7,09¢);

viii) tragar a reta a = (M, X) e obter os pontos B (B =cNa)
eC (C=bna).

49

Terceiro procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

Uma andlise da figura 4.77 (ver a pagina 87) nos mostrard que o ponto M,

possui duas propriedades:

i) pertence & circunferéncia ¢ = (A, m,);
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ii) pertence & curva (conica) $) dada por

(ytan §)* —2® = (rtan §)* (4.81)

A conica dada por (4.81) representa o lugar geométrico descrito por M,
quando a reta livre a = (B, C) se move tangenciando o circulo inscrito 7,.

Para provar o resultado dado por (4.81), coloquemos o0 A ABC num sistema
de coordenadas cartesianas retangulares onde o ponto I é a origem e a bissetriz
interna 9, a reta = 0 (eixo y). Assim, as coordenadas do incentro I e do
vértice A tomam os seguintes valores: 1 = (0,0) e A = (0, —rcsc §). Podemos
escrever:

reta b: y—y, =tan(90° + §)(x —2,) = y+resc§ = —cot S (4.82)
reta ¢ y—y, =tan(90° — ¢)(z —x,) = y+rescs = cot Sw (4.83)

Sendo X o ponto de tangéncia do circulo inscrito 7, com a reta a, defina
areta t = (I,X). Se 6 é o angulo formado por t e o eixo x (reta ¢ ), as
coordenadas de X sdo X = (rcosf,rsinf) e a equagao da reta t é dada por
t: y=tanfz. Entdo, como X € ae a L t, a equacgao de a é dada por

reta a: Y— Yy :—ﬁ(x—xx)
y —rsinf = —cot@(x — rcosf) (4.84)

Assim, B=cNae C=bnNa. Resolvendo (4.83) e (4.84), obtemos B:

RS rSir,l %a—i— sin 6 7 chs %a— cos (4.85)
sin(§ +6) sin(§ +6)

Resolvendo (4.82) e (4.84), obtemos C:

G Tsir.l %a—i— sin 97 _Tco.s %a—i— cos (4.86)
sin(§ — 0) sin(§ — 0)

Finalmente, M, = (B + C)/2, e de (4.85) e (4.86) obtemos:

a

M ( sin 5 cos 0 1 —sin g sind
=[—r

: - : - ou M, =(z, ,y
sinf —sin §’ sm@—sm%) ( Mo ? Mﬂ)

Podemos expressar sinf em funcao de y,, :
a

1 —sin §sind .
Yy =r———="—— = sinf = m

- T -
a sinf — sin & Yo, Tr8ing

“in &
Yar, SN 5 +r
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Substituindo este valor de sinf em z,, , desenvolvendo e simplificando, resulta:

(Y, tan )* — mfua = (rtan §)? 1

A equagao (4.81) serd uma hipérbole (ver [6], por exemplo) se rtan § # 0.
Colocando-a na forma , ,
x
Lo Cl
r2  (rtan )
reconhecemos (4.81) como uma hipérbole (£)) centrada na origem (ou seja,
no ponto I) e com focos nos pontos F, = (0,7sec§) e F, = (0,—rsecg),
vértices nos pontos V, = (0,r) e V, = (0, —r) e assintotas dadas pelas retas
y = Fcot Sz, ou seja, as assintotas sao paralelas aos lados b e ¢ do triangulo

(ver [1]).

O outro lugar geométrico do ponto M, é o circulo (¢) centrado em A de
raio m,, ou seja,
2* +(y+resc§) =m? (4.87)

Assim, M, = $H N ¢. Geralmente, as interse¢oes de uma hipérbole com um
circulo nao sao construtiveis com régua e compasso mas se o centro do circulo
pertence ao eixo da hipérbole, como acontece aqui, esta construgao é possivel.
Para tal, basta observar que substituindo o valor de z*> dado por (4.81) em
(4.87), a coordenada y,, pode ser construida. Procedendo a este calculo, apds
simples manipulagoes alagébricas obtemos a seguinte equacao do segundo grau
emy,, :

2
2

Yy, +2r —a Y, = (m, cos §)° + (rsing)’ — (rcot §)°

= a

2

3

Yar, (yMa +2rcot § cos §) = (m, cos §)* + (rsin §)* — (rcot § )

Yor, Yy, +u) =07 (4.88)
Daf a construcao que segue (ver a figura 4.78, na pagina 88):

i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e ¢;
construir a reta 9, e, servindo-se do raio r, coloca-se o ponto
I na reta 0 ;

ii) construir a retat (I € t et L b) e obter o ponto Y; tragar
o circulo inscrito v, = (I,IY);

ili) construir o comprimento y,, dado por (4.88) (ver a fi-
gura 4.79, na pégina 89);
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iv) tragar o circulo ¢, = (I,y,, ) e obter o ponto M_, projecao
ortogonal de M, sobre aretad, (M, =02 N¢,);

v) construir a reta u (M, € ueu L 0,); tracar o arco ¢, =
(A,m_) e obter o ponto M, (M, =ung,);

vi) tragar o circulo ¢, de didmetro IM, e obter o ponto X

(X =7 N¢y);
vii) tracar a reta a = (M_, X) e obter os pontos B (B =c¢Na)
eC(C=bna).
Exercicio 88) <ay,m,,T>

Método algébrico

Podemos construir o A ATY pois £IAY = 5, LIYA = 90° e IY = r.
Logo, conhecemos AY = rcot§ =p—a = ¢ Oua =0b+c— 20 Assim,
escrevemos 0 seguinte sistema de equacoes nao lineares:

@’ =[(b+c) =20 = b + * — 2bccos (4.89)
20(c—¥¢)
_ 4
b (14 cosa)e—2¢ ()
2(@2 + 02) _ b2 — 4m§ (491)

Substituindo o valor de a* dado por (4.89) em (4.91), vem:
B2+ d(c— 20)b + 4(c* — 20 + 207 — m?) =0 (4.92)
Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.90) em (4.92), resulta:
e =174+ 20(c? — 3lc+ 20%)[(1 4 cosa)e — 2¢] +
+ (¢ —=2lc+ 20 —m?)[(1 + cosa)c —2(]* =0 (4.93)

Como <cosa,m,,r> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.93) com
um programa qualquer para obter c¢. E, em seguida, b e a.

Se a equacdo (4.93) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = Arccos ﬁ = cot 5 = %, m V129 oy
er=+3cm=/{=>5cm.

A equacao (4.93) torna-se

100¢* — 1560¢® + 5359¢” 4 15960¢ — 81536 = 0 (1)
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Resolvendo (f) com algum programa, obtemos uma raiz negativa e trés
rafzes positivas, as quais sdo mostradas abaixo (com seis algarismos decimais
exatos):

¢, =8cm = b, =Tcmea, =5cm
28(c, — 5)
oc, — 28
a, =b, +c, —10 = 13,8298870 cm

¢, =5,1189199cm = b, <0

¢, =5,8718887cm = b, = = 17,957998 3 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sdo <a,,b,,¢,> e <a,, b,,c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 89) <a,m,,r,>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a® =b*>+ ¢ — 2bccos o (4.94)
200°+ ) —a®> =4m? (4.95) T
2 2
tan%:T_“:#ﬁb—Fc: T“a—a (496)
p  a+b+c tan 5

Com o sistema (4.94)—-(4.96) podemos mostrar que o comprimento a é uma raiz
positiva da equagao
cos & Cos

a®>—8r,——a+38 r2—4m? =0 (M)
sin « 1 —cosu

Assim, a pode ser construido! Conhecemos entao < o, a, m,> e j4 sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 23).

Uma andlise da equac@o () nos dird que esta equac¢do possui no maximo
uma raiz positiva se a > 90° mas se a < 90° esta equacao pode possuir duas
raizes positivas. Logo, nada podemos afirmar quanto ao nimero de solucgoes
sem um estudo mais aprofundado. Em [5], problema 181, encontramos tal
estudo e podemos escrever:

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Segundo procedimento — Método algébrico
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Sejam A’ o simétrico do ponto A em relagao ao ponto M, e M_ a projecao
ortogonal de M, sobre a reta 0,. Pode-se colocar o A ABC num sistema de
coordenadas cartesianas retangulares onde o vértice A é a origem e areta d_, o
eixo x. Assim, as coordenadas dos pontos a seguir tomam os seguintes valores:
A =(0,0), I, = (z,,0), M, = (z,,y, ), M, = (2,,0) e Al = (27,5 2y, )-

Se (ver a figura 4.80, na pagina 90) 8 = ZI AY,, entdo tanf = ¢t =
r.//TF =712, A equacdo da reta b é y = txr e a daretac éy = —tx. A
reta b’ = (A’,B) é paralela a reta b (o $ BACA’ é um paralelogramo) e tem
como equacao y—2y,, = t(r—2z,,). Como B = ¢Nb”, obtém-se as coordenadas
para o ponto B, ou seja, B = (z,, — yTM,yM —tz,,). As coordenadas (z.,ys)
do ponto C e a equacdo da reta a = (B, C) sao calculadas usando-se os pontos
BeM,. Assim C = (z,, + 2Ly, +tz, ) ea: t2z,x—y,y+y?, —t>z%, = 0.

Sabe-se pela geometria analitica (ver [6], por exemplo) que a distancia ¢

. +oy, +
entre a reta ux + vy + w =0 e o ponto P = (z,,y,) é £ = %, onde o
sinal do denominador é o oposto do sinal de w. Considerando o ponto I, e a
reta a, { =7, e a férmula da distancia resulta na equacao

2 2 _ 42,2
a 13 L&y +yM t L

Y — = (4.97)
=\ /tr2, + 3,

r

Substituindo t* por r?/(x? — r?) e y2, por m> — 22, na equacdo (4.97) e

simplificando, vem:

rm @y —m 2+ atal, (2 — o)) = [@imd —mird) 2,2, (2,0, — )]
(4.98)

Desenvolvendo e simplificando (4.98), resulta:

2.2 .2 2 2 4 .2 2
rixir,, A ria, +2mir

4 .4 2.3 .3 4 2 2,.4,.2 2,.3
X, —2rixr,, —r r X, —2m.x X, +2m 0T, +

4
I

a

4.2, .2 4 .4 2,6 2,..4,..2
=2m rixz; +m.r. —m r; +2mrixz; —m

. — f@)=0 (i)

Usando um programa de computacao algébrica (célculos simbdlicos), f(z,,)
pode ser fatorada:

2
a“’T a a
4 .4 2,2

x r =
a” I a a

2,.4
—2m’rix,w,, +m

flx,) = (@322, +mir? —mia})[ziad, —2riz,x,, —ri —m22s +m’r® + 1222

Assim, as raizes de f(z,,) em () sdo:
(x,z,,)?=m2(2? —r’) = x,, = :I:ZL“ N (raizes estranhas)
I

2,.2 2 _ 4 2,2 2.2 2.2

rix,, —2rivx,, =T, +m.x; —m.r. —T.T,
2 _ 2 2 2 2

TyT (xIxM - 2Ta) - (xI - ra.)(ma - ra)

Ty (xM - 2ra ;_a) = [1 - (%)2] (mi - Tj)
I I
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Como ;—“ = sin §, deve-se construir o comprimento z,, tal que
I

2, (x,, —2r,sin%) = (cos $/m2 — 12 ) (4.99)
Ou na notacdo da figura 4.80, P, P, (P, P, — 21 P,) = P,P,*.

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.80, na pagina 90):

i) construir o angulo o de vértice A, obtendo as retas b e
¢; construir a reta 9, e, servindo-se do raio 7,, coloca-se o
ponto I, na reta d,; tracar areta v (I, € tetr L b) e obter
o ponto Y ;

ii) tracar o circulo exinscrito <. e obter o ponto P, (P, =
0, M7, ); tragar areta b’ (P, € b e b’ || b) e obter o ponto P,
(P, =tnb’);

ili) tracar o arco ¢, = (I ,m,); obter o ponto P, (P, =bN¢,)
e o comprimento ¢, = Y, P, = /m2 —r?; tragar o arco
¢, = (I,,¢,) e obter o ponto P, (P, =0, N¢,);

iv) construir a reta s (P, € s e 5 L b’); obter o ponto P,
(P, =sNb')e tracar a reta t= (I, P,);

v) tragar o circulo ¢, = (I,, I, P,); obter o ponto P, (P, =t
¢,) e o comprimento ¢, = P, P_; tracar o arco ¢, = (A, ¢
e obter o ponto M, (M, =0 Ng,);

N —
2)

vi) construir a reta u (M, € weu L d,); tragar o arco ¢, =
(A,m_) e obter o ponto M, (M, =ung,);

vii) tragar o circulo ¢, de didmetro I, M, e obter o ponto X,
(Xo =7 N0s);

viii) tragar a reta a = (M, X,) e obter os pontos B (B =cNa)
eC(C=bna).

Observacgao: a construgdo acima supos m, > r,. Para o caso m_, < r_, ver a
figura 4.81, na pagina 91, onde os detalhes da construgao sao deixados
para o leitor. Deve-se notar ainda que P, P, ¢ uma raiz estranha da
equagao (4.99) e que somente P, P, convém.

Exercicio 90) <a,m,,r,>

Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido
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Uma andlise da figura 4.82 (ver a pdgina 92) nos mostrard que podemos
construir o AAI Z, pois LAZ I = 90°, LAL,Z, = /2 e ,Z, = r,.
Portanto, AZ, = p—c = ¢ é conhecido. Entao, como a+b—c = 2/¢, escrevemos
o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b? + ¢* — g2

= 4.1
T cos & (4.100)
20+ ) —a®>=4m? (4.101)
a+b—c=20 (4.102)
Com o sistema (4.100)—(4.102) e sabendo que ¢ = r, tang = 1=2=ep

podemos mostrar que os comprimentos a sao as raizes da equacao

a2+8rbc?saa—8 OB 2 g2 = (1)
sin o 1+ cosa %

Assim, a pode ser construido! Conhecemos entao < o, @, m,> e ja sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 23).

Uma andlise da equacao () nos dird que esta equacdo possui no maximo
uma raiz positiva se a < 90° mas se a > 90° esta equacao pode possuir duas
raizes positivas. Logo, nada podemos afirmar quanto ao nimero de solugoes
sem um estudo mais aprofundado. Em [5], problema 182, encontramos tal
estudo e podemos escrever:

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A AB’C’) solugoes (ver
a figura 4.83, na pédgina 93).

Segundo procedimento — Método algébrico

Sejam A’ o simétrico do ponto A em relagdo ao ponto M, e M a projegao
ortogonal de M, sobre a reta ¢,. Pode-se colocar o A ABC num sistema de
coordenadas cartesianas retangulares onde o vértice A é a origem e aretae , o
eixo x. Assim, as coordenadas dos pontos a seguir tomam os seguintes valores:
A= (070)7 I, = ($I,0), M, = (:EM’ _yM)’ M, = (vao) e A= (ZxM7_2y1W)'

Se (ver a figura 4.82, na pégina 92) 6 = ZI,AZ,, entdo tanf = t =
r,/AZ, =1, /T —r2. A equagdo daretacéy =treadaretabéy=—tx.
A reta ¢/ = (A/, C) é paralela a reta ¢ (0 $ BACA’ é um paralelogramo) e tem
como equagao y+2y,, = t(z—2x,,). Como C = bN¢’, obtém-se as coordenadas
para o ponto C, ou seja, C = (z,, + 4L, —y, —tx,,). As coordenadas (z,yy)
do ponto B e a equacdo da reta a = (B, C) sao calculadas usando-se os pontos
CeM,. AssimB = (z,, — 4L, —y, +tz,)ea: 2z, x4y, y+y3, —t?2%, = 0.

a

Sabe-se pela geometria analitica (ver [6], por exemplo) que a distancia ¢

entre a reta uxr + vy +w =0 e o ponto P = (x,,y,) é L = %, onde o
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sinal do denominador é o oposto do sinal de w. Considerando o ponto I, e a

reta a, { =r, e a férmula da distancia resulta na equacao
2 2 2.2
_ vz, +y, —try,

’ +\ /122, + 2,

r (4.103)

2
b

2
M

Substituindo ¢* por r?/(2? — r na equacao (4.103) e

simplificando, vem:

) e y2, por m> —x

r[(m,a? —m,r2)’ + @30, (2r2 —22)] = [(a2m? —m?r}) —z, 2, (@,2,, — ri)]g
(4.104)
Desenvolvendo e simplificando (4.104), resulta:

4,4 2. 3.3 4,2, 2 2, 4,2 2.2 2 2 2 4, 2 2.2 3
xlml\l_2TmexM_Irbxlm]\l_2maxlml\4+2malrbxlm1\l+lrbx1xM+2marbxlxlw+

2 4 4,4 14,2,2 4,4 2.6 2.4, 2 2.2, 4 _
—2m2rix,x,, +miat=2miriei+miei—miri2miriei—m2 el = f(x,,) =0

(f

Usando um programa de computagao algébrica (calculos simbdlicos), f(x,,
pode ser fatorada:

)
)

flay) = (@, +myry —m o) ez, — 2re ey, —r, —mox; +mer, + 1,3

Assim, as raizes de f(z,,) em () sdo:

(@, ) =m(2? —1r)) = x,, = :I:TZ“ x? —r2 (raizes estranhas)
I
T = 2Ty = T, F MO — M, =T
L1 (xIxM - 2T§) = ((Ei - rﬁ)(mi - rzf)

xM(xM — 2rb;—b) = [1 —(

I

T . . .
Como -t = cos 5 = sin @, deve-se construir o comprimento x,, tal que
I

2
x,, (x,, —2r, sinf) = (cos 0\/m> —r2 )2 (1)

Ou na notagao da figura 4.82, P, P,(P,P, — 21, P,) = P, P.>. Entretanto, esta
raiz é estranha e estamos interessados no comprimento ¢ tal que ¢{ = —z,, ou
(L +2r,sinf) = P,P,>. Assim, { = P_P,.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.82, na pagina 92):

i) construir o angulo o de vértice A, obtendo as retas b e
¢; construir a reta ¢ e, servindo-se do raio r,, coloca-se o
ponto I, na reta e, ; tracar a reta v (I, € t et L b) e obter
o pontoY,;
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ii) tragar o circulo exinscrito v, e obter os pontos Z, (Z, € v,
e AZ =AY,))e P, (P, =¢ N~,); tracar areta b’ (P, € b’

e b’ || b) e obter o ponto P, (P, =tNb’);

ili) tracar o arco ¢, = (I,,m,); obter o ponto P, (P, =c¢N¢,)
e o comprimento ¢, = Z, P, = \/m? —72; tracar o arco
¢, = (I,,£,) e obter o ponto P, (P, =¢ N¢,);

iv) construir a reta s (P, € s e s L b’); obter o ponto P,
(P, =sNb’) e tracar a reta t= (I,, P, );

v) tragar o circulo ¢, = (I,,1, P,); obter o ponto P, (P, =tN
¢,) e o comprimento £, = P, P,; tracar o arco ¢, = (A, {,)
e obter o ponto M, (M, =¢, N®,);

vi) construir a reta u (M, € ueu L ¢ ); tragar o arco ¢, =
(A,m,) e obter o ponto M, (M, =ung,);

vii) tragar o circulo ¢, de didmetro I, M, e obter o ponto X,
(X, =7, N¢);

viii) tragar a reta a = (M,, X,) e obter os pontos B (B =c¢Na)
eC (C=bna).

Caso r, > m_, a equagdo (f) torna-se

2y (2, — 2, sinf) = —(cosO/r2 —m? )’

Ou na notagao da figura 4.83, z,,(x,, — P,P,) + P,P.,> = 0. Assim, AM_ =
P,P,e AM =PP,.

6

Dai a construcdo que segue (ver a figura 4.83; na pagina 93):

i) construir o dngulo « de vértice A, obtendo as retas b e
¢; construir a reta e, e, servindo-se do raio r,, coloca-se o
ponto I, na reta ¢ ; tracar a reta v (I, € t e vt L b) e obter
o ponto Y, ;

ii) tragar o circulo exinscrito v, e obter os pontos P, (P, =
¢, Nv,) e P. (P, =tNx,, ouseja, P, é o antipoda de

Y,); tracar a reta b’ (P, € b’ e b’ || b) e obter o ponto P,
(P, =tNb);

iii) tracar o circulo ¢, = (I,,1, P,) e obter o ponto P, (P, =
tN¢,, ou seja, P, é o antipoda de P,);
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iv) tragar o semicirculo ¢, de diametro I, P, e o arco ¢, =
(P,,m,); obter o ponto P, (P, = ¢, N¢,) e o comprimento

¢, =1,P, = \/r*—m?Z; tragar o arco ¢, = (I,,£,) e obter
oponto P, (P, =¢ N®,);

v) construir a reta s (P, € s e s L b’); obter os pontos P,
(P, =snb)eP (P, =sN¢,);

vi) construir a reta t (P, € te t L t); obter o ponto P, (P, =
tNt) e os comprimentos ¢, = P,P, e {, = P,P_;
vii) tracar os arcos ¢, = (A, £,) e ¢, = (A, £,) e obter os pontos
M, (M, =¢,No) e M, (M, =¢,Nd,);
viii) construir as retas u (M, € ueu Le)er (M, €v' e
u L e ); tracar o arco ¢, = (A, m_) e obter os pontos M,
(M, =uno,) e M (M = 1o,

a

ix) tragar os semicirculos ¢, e ¢, de didmetros I, M, e I, M e
obter os pontos X, (X, =7, N¢,) e X, (X, =7, Ne,);

x) tragar as retas a = (M,,X,) e a’ = (M, X,) e obter os

pontos B (B=c¢Na), C(C=0bNa), B’ (B =cna’)eC
(C' =bna).

Exercicio 91) <a,m,,T,>
Método algébrico

Podemos construir o A AIY, pois LI, AY, =5, £I.Y,A=90°e Y, =
r,. Logo, conhecemos AY, = 7 cot§ = p. Assim, escrevemos o seguinte
sistema de equagoes nao lineares:

a+b+c=2p = a=2p—(b+c¢) (4.105)
a®> = b+ ¢ — 2bccosa (4.106)
2(a®+¢*) — b* =4m; (4.107)

Substituindo o valor de a dado por (4.105) em (4.106) e (4.107), obtemos
equagoes (4.108) e (4.109):

__ 2pp—o)
2p — (1 + cosa)c
b*—4(2p — )b+ 4(c®> = 2pc+2p* —m?) =0 (4.109)

(4.108)
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Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.108) em (4.109), resulta:

p*(p —¢)® — 2p(c® — 3pc+ 2p°)[2p — (1 + cos a)c] +
+ (¢ —2pc+2p° —m?)[2p — (1 + cosa)c]®* =0 (4.110)

Como < cosa,m,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.110) com

b? " a

um programa qualquer para obter c. E, em seguida, b e a.

Se a equagdo (4.110) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

5v3 129
55y, = VI

. ~ Lo :  — 11 o
Aplicagao numérica: sejam o = Arccos 1 = cot 5 = b 5

er, = 2\/§cmﬁp: 10 cm.

Il
Q
=

A equagéo (4.110) torna-se
(c — 8)(100¢* — 23206 + 12551¢ + 11368) = 0

cuja Unica raiz positiva é ¢ = 8cm. Entao b=7cm e a = 5cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 92) <aym,,T,>
Método algébrico
Podemos construir o A Al, Z, pois LAl Z,

_ a _
r,. Logo, conhecemos AZ, = r tang = p—c
seguinte sistema de equacoes nao lineares:

LI, Z,A =90° ¢ 1,7, =

«
2
= {. Assim, escrevemos o

p—c={ = a+b—=—c=2{ . a=20—-b+c (4.111)
a®> =b"+ ¢ = 2bccos o (4.112)
2(a® 4 ¢*) — b* = 4m; (4.113)

Substituindo o valor de a dado por (4.111) em (4.112) e (4.113), obtemos
equagoes (4.114) e (4.115):

B 2(c+10)
b= 20 + (1 — cosa)c (4.114)
b* —4(c+20)b+4(c* + 2lc+ 20 —m?) =0 (4.115)

Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.114) em (4.115), resulta:

e+ 0)* —20( +3lc+ 20°)[20 + (1 — cosa)c] +
+ (¢ 4+ 2lc+ 202 —m?)[20 + (1 — cosa)c]* =0 (4.116)
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Como < cosa, m,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.116) com
um programa qualquer para obter c¢. E, em seguida, b e a.
Se a equacao (4.116) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condig¢oes do problema).
. ~ PSP : _ 11 e 2
Aplicagao numérica: sejam o = Arccos ;7 = tan § = %2, m, = 5= cm

er, =108 cm — | =2cm.

A equacdo (4.116) torna-se
(c — 8)(36¢* + 1104¢> + 12439¢ + 49000) = 0

cuja Unica raiz positiva é ¢ = 8cm. Entao b=7cm e a =5cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
séo <a, b, ¢ > satisfaz todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 93) <a,m,,r,>
Método algébrico

Podemos construiro A AIY, pois LAY, = 5, LI Y A=90°elY, =r_.
Logo, conhecemos AY, = r_tan§ = p — b = (. Assim, escrevemos o seguinte
sistema de equagoes nao lineares:

p—b=0 = a—b+c=20( . a=20+b—c (4.117)
a®>=b>+ ¢ — 2bccos (4.118)
2(a® 4 c*) — b* = 4m? (4.119)

Substituindo o valor de a dado por (4.117) em (4.118) e (4.119), obtemos
equagoes (4.120) e (4.121):

. 20(c—0)
b= 20 — (1 —cosa)c (4.120)
b? —4d(c—20b+4(c® —2lc+ 202 —m2) =0 (4.121)

Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.120) em (4.121), resulta:

Cle—10)*=20(c" —3lc+20°)[20 — (1 — cosa)c] +
+ (2 —20c+ 20 —m?2)[20 — (1 — cosa)c]* =0 (4.122)

Como < cos o, m,, r,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.122) com
um programa qualquer para obter c¢. E, em seguida, b e a.
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Se a equacao (4.122) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = Arccos ﬁ = tan § = ?3, m, = % cm
er =5y3cm=—[=3cm.
A equacdo (4.122) torna-se
(¢ —8)(4c® — 104¢* + 231c+ 11760) = 0 (1)

Resolvendo () com algum programa, obtemos uma raiz positiva, uma raiz
negativa e duas raizes complexas; as quais sao mostradas abaixo (com seis
algarismos decimais exatos):

¢, = 8cm = b, =Tcmea, =5cm
c, = — 8,4390213

c, = 17,2195106 — 7,2020890

c, = 17,2195106 + 7,202089 0 7

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a,,b,,c, > satisfaz todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 94) <a,d,,d>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

Y=o +2C;c_ @ _ cos v (4.123)
[1 - (bicﬂbc:dj (4.124)
[1 - (aicﬂac:di (4.125)

Como <cosa,d,,d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.123)-
(4.125), obtendo assim os trés lados < a, b, ¢> do tridngulo.

Aplicagado numérica: sejam o = Arccos %, = %7 cmed, = % cm.

=
Com estes valores, um programa qualquer fornece

a=5Hcm; b= Tcm; c=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este tridngulo satisfaz
todas as condigoes do problema.
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Exercicio 95) <a,d,,d,>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
b2 2 N .2
% = cosor (4.126)
b \2 »
[1— (a+c) }aCZdb (4.127)
c \? o
{1 - (a—+b) }ab =& (4.128)

Como <cosa,d,,d_ > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.126)-
(4.128), obtendo assim os trés lados <a, b, ¢> do tridngulo.

Aplicagao numérica: sejam a = Arccos Llu d, = 40‘[ cmed, = 5Tﬁ cm

Com estes valores, um programa qualquer fornece
a = b5cm; b= Tcm; ¢ = 8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condic¢oes do problema.

Exercicio 96) <a,d, e >
Método do problema jé resolvido

Como <d_, e, h,>formam um datum, conhecemos < o, h_, d,> e j4 sabemos
como resolver este problema (ver os exercicios 54 e 59).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 97) <a,d,,e,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

Vrosd +2cb20_ @ _ cosa (4.129)
[1 . (bicﬂbc:dj (4.130)

[( b )2—1]ac:e§ (4.131)
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Como <cosa,d,,e,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.129)-
(4.131), obtendo assim os trés lados < a, b, ¢> do tridngulo.

8‘/_cmee 40 m.

Aplicagdo numérica: sejam o = Arccos %, d, = 3

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a = 5cm; b= "Tcm; c=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este tridngulo satisfaz
todas as condic¢oes do problema.

Exercicio 98) <a,d,,e >
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

% =cosa (4.132)
() Jee=a: (4.133)
Kcib)2—1]bc=ei (4.134) _

Como <cosa,d,;e, > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.132)—
(4.134), obtendo assim os trés lados < a, b, ¢> do tridngulo.

Aplicacdo numérica: sejam o = Arccos i1, d, = 40‘/_ cm e e, =8y/21cm.
11

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a = 5cm; b= Tcm; c = 8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que ce triangulo satisfaz
todas as condigoes do problema.

Exercicio 99) <a,d,,e,>
Método do problema ja resolvido

Como <d,, e, , h,>formam um datum, conhecemos <, h, , d,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 57).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
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Exercicio 100) <a,d,, e >
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
b2 2 .2
% = cosa (4.135)
c
b 2
[1— (a+c) }ac:di (4.136)
C 2
K b) Ja 1]ab:ef (4.137)
o _ )

Como <cosa,d,,e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.135)-
(4.137), obtendo assim os trés lados <a, b, c> do tridngulo.

Aplicacio numérica: sejam a = Arccos & d = 408 oo = 5v21 cm.
147 b 13 c

Com estes valores, um programa qualquer fornece

a=5cm; b= Tcm; c=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que este triangulo satisfaz
todas as condicoes do problema.
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Triangulo dados <a, h,,d, >

Figura 4.59: Exercicio 54.
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<h,,d,, e, > formam um datum.

Figura 4.60: Exercicio 59.

FIGURAS
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FIGURAS

Triangulo dados <a, h,, 7>

Figura 4.61: Exercicio 66 — Segundo procedimento.
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79 FIGURAS

Figura 4.62: Construcdo da quarta proporcional.
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Triangulo dados <a, h,,7,>

Figura 4.63: Exercicio 69.
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FIGURAS

Triangulo dados < a,m_, m,>

Figura 4.64: Exercicio 73.
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FIGURAS 75

Triangulo dados <a, m,, m >

Figura 4.65: Exercicio 74 — Primeiro procedimento.
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FIGURAS

Triangulo dados <a, m,, m >

Figura 4.66: Exercicio 74 — Segundo procedimento.
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A

Triangulo dados <a, m,,d, >

Figura 4.67: Exercicio 75 — Primeiro procedimento.
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FIGURAS

B D, M, C

Triangulo dados <a,m,,d, >

Figura 4.68: Exercicio 75 — Figura-piloto.



“trianguloscreen2” — 2015/1/]16 — 15:09 — page 79 — #82

FIGURAS

79

AP = AT = %

2
BPy = dg tan %

Triangulo dados <a,m_,d >

Figura 4.69: Exercicio 75 — Segundo procedimento.
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Triangulo dados <o, m_,d >

Figura 4.70: Exercicio 75 — Terceiro procedimento.
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kol d)s DD C

N

29’
2D

Triangulo dados <o, m, d_>

Figura 4.71: Exercicio 75 — Quinto procedimento. Hipérbole descrita por M, .
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Figura 4.72: Interse¢bes da hipérbole com o circulo centrado no eixo transverso.
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Triangulo dados <o, m_, e, >

Figura 4.73: Exercicio 80 — Primeiro procedimento.
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Triangulo dados <a,m,, €,>

Figura 4.74: Exercicio 80 — Segundo procedimento.
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Figura 4.75: Exercicio 80 — Terceiro procedimento.
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Triangulo dados <a,m_, 7>

Figura 4.76: Exercicio 87 — Segundo procedimento.



“trianguloscreen2” — 2015/1/]16 — 15:09 — page 87 — #90

FIGURAS
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Figura 4.77: Hipérbole descrita por M, .
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Triangulo dados <o, m_,r>

Figura 4.78: Exercicio 87 — Terceiro procedimento.



“trianguloscreen2” — 2015/1/]16 — 15:09 — page 89 — #92
FIGURAS
VAI:rcsc% | % AZ = Alcos 5 =rcot 5
AM =m, AP, = AZcos 5§ =rcot 5 cos 5

\.

J— (]
AP, =m, cos 5

J— M (]
IP, =rsin3

P,P,=1IP,
AP, = AZ
P,P, = P,P,

P'PGZyJ\/Ia =IM

5

M

N

P,
N
P, oy N
-/
j3)

Figura 4.79: Construcao do comprimento y,, dado por (4.88).
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Triangulo dados < a, m_, 7 >

Figura 4.80: Exercicio 89 — Segundo procedimento com m, > r,.
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Figura 4.81: Exercicio 89 — Segundo procedimento com r, > m,.
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Triangulo dados <a, m,,7,>

Figura 4.82: Exercicio 90 — Segundo procedimento com m, > r,.
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Triangulo dados <a,m,,7,>

Figura 4.83: Exercicio 90 — Segundo procedimento com r, > m,,.



