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CAPITULO 3

EXERCICIOS

O enunciado de todos os exercicios comega por: construir um tridngulo
A ABC sendo dados ...
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<a7 /87
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<a, B, m>

<a, B, d,>

<a, B,
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<a7 /87
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r,>
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(alpha,beta,r_c).
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a, T‘b>

44) A <a, b, r,>
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(alpha,b,h_b).
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(alpha,b,r).
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(alpha,b,r_a).
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<a,m,, d, >
<a,m,,d,>
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<a,m,, d,>

<a,m,, d,>

e >

a’ Ya

e >

a)

e >

b? a

b? eb>

b? €c>

<a,m,, R>

<a,m,, R>

<a,m,,r>
<a, my, >
<a,m_, T, >
<a,m,, r,>
<a,m,, T,>
<a, m,, T,>
<a, my, >
<a,d,, d,>
<a,d,, d>
<a,d,,e,>

<a,d,, e>
<a,d,, e>
<o, d,, e,>
<a,d,, e>

<a,d,, R>
<a,d,, R>
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(alpha,m_b,d_a).
(alpha,m_b,d_b).
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(alpha,m_a,e_a).
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(alpha,m_b,e_a).
(alpha,m_b,e_b).
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(alpha,m_b,R).

(alpha,m_a,r).

(alpha,m_b,r).

(alpha,m_a,r_a).
(alpha,m_a,r_b).
(alpha,m_b,r_a).
(alpha,m_b,r_b).
(alpha,m_b,r_c).
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(alpha,d_b,e_a).
(alpha,d_b,e_b).
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(alpha,d_a,R).

(alpha,d_b,R).
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Exercicio 105) A <a,d,, r,> (alpha,d_a,r_a).
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155)
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<a, b, m_>
<a, b, d, >
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<a, b, e >
<a, b, R>
<a, b, r>
<a, b, r, >
<a, b, r. >
<a, h_ , h,>
<a, h,, h >
<a, h,, m,>
<a, h,,m,>
<a,h,, m,>
<a, h,, m,>
<a, h,, m_>
<a, h_ ,d,>
<a, h,,d,>
<a, h,,d,>
<a, h,, d,>
<a, h,, d.>
<a, h,,e,>
<a, h,,e>
<a, h,, e >
<a, h,,e>
<a, h,, e>
<a, h, , R>
<a, h,, R>

<a, h,, r>
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(a,b,m_c).
(a,b,d_a).
(a,b,d_c).
(a,b,e_a).
(a,b,e_c).
(a,b,R).
(a,b,r).
(a,b,r_a).
(a,b,r_c).
(a,h_a,h_b).
(a,h_b,h_c).
(a,h_a,m_a).
(a,h_a,m_b).
(a,h_b,m_a).
(a,h_b,m_b).
(a,h_b,m_c).
(a,h_a,d_a).
(a,h_a,d_b).
(a,h_b,d_a).
(a,h_b,d_b).
(a,h_b,d_c).
(a,h_a,e_a).
(a,h_a,e_b).
(a,h_b,e_a).
(a,h_b,e_b).
(a,h_b,e_c).
(a,h_a,R).
(a,h_b,R).

(a,h_a,r).
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189)

<a, h,, >
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>

<a, h,, r.,>

by Te

<a,m_, m,>

a’ b
<a, m,, m,>
<a,m_,d >

a? a

<a, m,, d,>
<a,m,,d >
<a, m,, d,>

<a, m,,d,>

<a,m,, e,>
<a,m,, €,>
<a,m,,e,>
<a,m,, €,>
<a,m,, e.>

b c
<a,m,, R>

<a, m,, R>

<a, m,, r>
<a, m,,r>
<a, m,,r,>
<a, m,, r,>
<a,m,, T, >

b? "a

<a,m,, T,>

7T>

b c
<a,d,, d,>

<a,d,, d,>

(a,h_b,r).

(a,h_a,r_a).
(a,h_a,r_b).
(a,h_b,r_a).
(a,h_b,r_b).
(a,h_b,r_c).
(a,m_a,m_b).
(a,m_b,m_c).
(a,m_a,d_a).
(a,m_a,d_b).
(a,m_b,d_a).
(a,m_b,d_b).
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(a,m_a,r_a).
(a,m_a,r_b).
(a,m_b,r_a).
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(a,d_a,d_b).

(a,d_b,d_c).
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<a,d,,e,>
<a,d,,e>
<a,d,,e,>
<a,d,,e>
<a,d,,e>
<a,d, , R>
<a,d,, R>
<a,d,,r>
<a,d,,r>
<a,d_ ,r, >
<a,d,,r>
<a,d,,
<a,d,,r
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(a,e_a,r).
(a,e_b,r).
(a,e_a,r_a).
(a,e_a,r_b).
(a,e.b,r_a).
(a,e_b,r_b).
(a,e_b,r_c).
(a,R,r).
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(a,r,r_a).
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a? b
<a, Tb, TC>
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<h’a’ h’b’ ma>
<h’a,7 h’b7 mc>
<h’a7 h’b7 da>
<h,, h,,d>
<h’a,’ h’b? ea,>
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<h’a,7 hb7 ra,>
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<h,,
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m,,d, >
<h,,m,, d,>
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<ha,7

<h,,

m,, d,>

d >

b? b

d>

b c

m
m

m e >

“al Ya

<h,,
<h,,
<h,_,

m,, e>

e >

b? Ya

m

b eb>

<ha7
<h.,
<ha,7
<h’aJ

m

mb’ e<‘>

m,, R>
m,, >

<h,,m,,r>
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(h_a,h_b,h_c):
(h_a,h_b,m_a).
(h_a,h_b,m_c).
(h_a,h_.b,d_a).
(h.a,h_b,d_c).
(h_a,h_b,e_a).
(h_a,h_b,e_c).
(h_a,h_b,R).
(h_a,h_b,r).
(h_a,h_b,r_a).
(h_a,h_b,r_c).
(h_a,m_a,m_b).
(h_a,m_b,m_c).
(h_a,m_a,d_a).
(h_a,m_a,d_b).
(h_a,m_b,d_a).
(h_a,m_b,d_b).
(h_a,m_b,d_c).
(h_a,m_a,e_a).
(h_a,m_a,e_b).
(h_a,m_b,e_a).
(h_a,m_b,e_b).
(h_a,m_b,e_c).
(h_a,m_a,R).
(h_a,m_b,R).

(h_a,m_a,r).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

248) A <h,
249) A <h,,
250) A <h,,
251) A <h,,
252) A <h,,
253) A <h,,
254)  <h,,
255)  <h,,
256) A <h,,
257) <h,,
258) <h_,
259) <h_,
260) <h,,
261) A <h_,
262)  <h,,
263) A <h_,
264)  <h,,
265) A <h,,
266) A <h,,
267)  <h,,
268)  <h,,
269) <h,,
270) <h,,
271) <h,,
272) A <h,
273) <h,,
274) A <h,,
275) <h,,
276) A <h,,

y Ty, 1>

m,,r,>

m_,nr,>

a’ ' b

r >

b) "a

m

b Tb>

r.>

by Te

d

b) Te
a? b
b ec>

e,, >
e,, >

(&2

e ,r>

a?

€,, >

€.y Tu>

a

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(h_a,m_b,r).
(h_a,m_a,r_a).
(h_a,m_a,r_b).
(h_a,m_b,r_a).
(h_a,m_b,r_b).
(h_,a,m_b,r_c).
(h_a,d_a,d_b).
(h_a,d_b,d_c).
(h_a,d_a,e_a).
(h_a,d_a,e_b).
(h_a,d_b,e_a).
(h_a,d_b,e_b).
(h_a,d_b,e_c).
(h_a,d_a,R).
(h_a,d_b,R).
(h_a,d_a,r).
(h_a,d_b,r).
(h_a,d_a,r_a).
(h_a,d_a,r_b).
(h_a,d_b,r_a).
(h_a,d_b,r_b).
(h_a,d_b,r_c).
(h_a,e_a,e_b).
(h_a,e_b,e_c).
(h_a,e_a,R).
(h_a,e_b,R).
(h_a,e_a,r).
(h_a,e_b,r).

(h_a,e_a,r_a).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

277) A
278)
279)
280)
281) A
282) A
283) A
284) A
285) A
286) A
287) A
288) A
289)
290)
291)
292)
293)
294)
295)
296)
297)
298)
299) A
300)
301)
302) A
303)
304) A
305)

<ha’ eu’ Tl)>

<h,, e

a? b

r,>

<h_, e,r>

a b? ' b

<h_,e

a b? c
<h,, R, r>
<h,, R,r >
<h,, R, r,>

<h,,r r,>

a?

<h,,r r>

<h_,,r,,r>

<h,,r

a b e

<M,y My, M>

<m_,m,, d >
<mu7mb7dc>
<mu7mb7€u>
<m,,m,, e>
<m_,,m,, R>
<m.,m,, 1>
<mu7mb7ru>
<m_,m,, >

b? c
<m,,d,, d>
<m,,d,, d>

<m ,d ,e >

a? a? a
<m,,d,, e>
<m,,d,,e>

<m. ,d

a’ Yo

e,>

a’ b7ec>

<m,,d,, R>

<m,,d,, R>

(h_a,e_a,r_b).
(h_a,e_b,r_a).
(h_a,e_b,r_b).

(h_a,e_b,r_c).

(h_a,R,r).

(h_a,R,r_a).
(h_a,R,r_b).
(h_a,r,r_a).

(h_a,r,r_b).

(h_a,r_a,r_b).
(h_a,r_b,r_c).
(m_a,m_b,m_c).
(m_a,m_b,d_a).
(m_a,m_b,d_c).
(m_a,m_b,e_a).

(m_a,m_b,e_c).

(m_a,m_b,R).

(m_a,m_b,r).

(m_a,m_b,r_a).
(m_a,m_b,r_c).
(m_a,d_a,d_b).
(m_a,d_b,d_c).
(m_a,d_a,e_a).
(m_a,d_a,e_b).
(m_a,d_b,e_a).
(m_a,d_b,e_b).

(m_a,d_b,e_c).

(m_a,d_a,R).
(m_a,d_b,R).

11
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12 CAPITULO 3. EXERCICIOS
Exercicio 306) <m,,d,,r> (m_a,d_a,r).
Exercicio 307) <m_,d,,r> (m_a,d_b,r).
Exercicio 308) <m_,d ,r,> (m_.a,d_a,r_a).
Exercicio 309) <m,,d,,r,> (m_a,d_a,r_b).
Exercicio 310) <m,,d,,r,> (m_a,d_b,r_a).
Exercicio 311) <m_,d,, r,> (m_a,d_b,r_b).
Exercicio 312) <m_,d,,r,> (m_a,d_b,r_c).
Exercicio 313) <m_, e, ,e,> (m_a,e_a,e_b).
Exercicio 314) <m_,e,,e.> (m_a,e_b,e_c).
Exercicio 315) A <m_,e,, R> (m_a,e_a,R).
Exercicio 316) <m,,e,, R> (m_a,e_b,R).
Exercicio 317) <m_,e,,r> (m_a,e_a,r).
Exercicio 318) <m_,e,, 7> (m_a,e_b,r).
Exercicio 319)  <m_,e ,r.> (m_a,e_a,r_a).
Exercicio 320) <m,,e,, r,> (m_a,e_a,r_b).
Exercicio 321) <m_,e,,7,> (m_a,e_b,r_a).
Exercicio 322)  <m_,e,, r,> (m_a,e_b,r_b).
Exercicio 323) <m_,e,,r.> (m_a,e_b,r_c).
Exercicio 324) <m_, R,r>  (m_a,R,r).
Exercicio 325) <m_, R, r,> (m_a,R,r_a).
Exercicio 326) <m,, R, r,> (m_a,R,r_b).
Exercicio 327)A <m_,r,r,> (m_a,r,r_a).
Exercicio 328) A <m_, r, r,> (m_a,r,r_b).
Exercicio 329) A <m_,r, ,r,> (m_a,r_a,r_b).
Exercicio 330) A <m_, r,,r,> (m_a,r_b,r_c).
Exercicio 331) <d_, d,,d,> (d_a,d_b,d_c).
Exercicio 332) <d_,d,,e,> (d_a,d_b,e_a).
Exercicio 333) <d_ ,d,,e.> (d_a,d_b,e_c).
Exercicio 334) <d_, d,, R> (d_a,d_b,R).
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Exercicio 335) <d_, d,,r> (d_a,d_b,r).

Exercicio 336) <d_,d,,r,> (d_a,d_b,r_a).
Exercicio 337) <d_ , d,,r.> (d_a,d_b,r_c).
Exercicio 338) <d_, e

a’ “a)

e > (d_a,e_a,e_b).
Exercicio 339) <d_,e,,e> (d_a,e_b,e_c).
Exercicio 340) A <d_,e,, R> (d_a,e_a,R).

Exercicio 341) <d_,e,, R> (d.a,e_b,R).

Exercicio 342) A <d_, e, r> (d_a,e_a,r).
Exercicio 343) <d_, e
Exercicio 344) A <d_, e

Exercicio 345) A <d_, e

> (d_a,e_b,r).

r> (d_a,e_a,r_a).
r > (d_a,e_a,r_b).
Exercicio 346) <d_ ,e,,r,> (d_a,e_b,r_a).

Exercicio 347) <d_, e,, >

a b

(d_a,e_b,r_b).
Exercicio 348)  <d_ , e,,r.> (d_a,e_b,r_c).
Exercicio 349) <d , R, r> (d_a,R,1).
Exercicio 350) <d_, R,r> (d_a,R,r_a).
Exercicio 351)  <d_, R,r,> (d_a,R,r_b).
Exercicio 352) A <d_, r, r,> (d_a,r,r_a).
Exercicio 353) <d_ ,r, 1> (d_a,r,r_b).

Exercicio 354) ~ <d_,r ,r,> (d_a,r_a,r_b).

a’ ' b

Exercicio 355) A <d_, r,,r,> (d_a,r_b,r_c).

Exercicio 356) <e,, e,,e> (e_a,e_b,e_c).
Exercicio 357) <e_, e,, R> (e_a,e_b,R).
Exercicio 358) <e_,e,, r> (e_a,e_b,r).
Exercicio 359) <e,,e,,7,> (e_a,e_b,r_a).
Exercicio 360) <e,,e,,r.,> (e_a,e_b,r_c).
Exercicio 361) <e_, R, r> (e_a,R,r).

Exercicio 362) <e_ , R, r,> (e_a,R,r_a).

Exercicio 363) <e,, R, r,> (e_a,R,r_b).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(e_a,r,r_a).
(e_a,r,r_b).
(e_a,r_a,r_b).
(e_a,r_b,r_c).
(R,r,r_a).
(R,r_a,r_b).
(r,r_a,r_b).

(r_a,r_b,r_c).
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cAPITULO 4

CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 201) <a,d,,r,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

- (e @

Com a equacgao (4.1) obtém-se

(ac—d)at? _,

ac

E com a equagao (4.2), obtém-se
(c—a)b® — (a+c)c® + (a® — 4r?)c+ (a®> +4r2)a = [b® — (a +c)® + 4r2]b (4.4)
Substituindo o valor de b* dado por (4.3) em (4.4), resulta

(ac—)a+0
_ (c—a)(ac =d?)(a+c)* —alla+c)c® — (a® —4r?)c — (a® + 47“@2)@]0}2
(ac — d?)(a+c)* + a[4r? — (a +¢)?]c

(4.5)

15
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16 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Como <a,d,,r, > sdo conhecidos, podemos resolver a equacao (4.5) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacgao (4.5) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condigoes do problema).

Aplicag@o numérica: sejam a = 5em, d, = % cm e r, = 2v/3cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.5). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.3), b ="Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 202) <a,d,,r,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

a®+ ¢ = 2accosff =b* (4.6)
2ac cos 5 (a+c)d
2 _ B — b

=d — 2= 4.
a+c y €052 2ac (47)
4/1 — cos? 8 )
tang RN 3 2 = Zb (4.8)
p cos 5 a+b+c

Com a equacgao (4.8) obtém-se

2r, cos s

2 (a+c) (4.9)

2 B
1/1—(:0525

Podemos escrever (4.6) como

b:

(a+c¢)® —2ac(l 4 cos ) =b°

Como 1+ cos 3 = 2 cos? g, e com (4.7) e (4.9), a equagdo acima torna-se

da%r, (a+ )¢/ (2ac) — (a+ c)dz =
=4a’r2d, (a + ¢)® + ad,(a + ¢)[(2ac)® — (a + ¢)*d’]c (4.10)

Como <a,d,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.10) com um
programa qualquer para obter c.
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Se a equacdo (4.10) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

40f _ 10V/3

cner, = 3 cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.10). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.7) e (4.9), b= Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
séo <a, b, ¢ > satisfaz todas as condig¢oes do problema.

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, d,

Exercicio 203) <a,d,,r.>

Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[1 > (af_cﬂac:df (4.11)
(a+b+c)b+c—a)la—b+c) e

4(a+b—c) ¥ (412)
Com a equagao (4.11) obtém-se
(ac - di)c(a Ty (4.13)
E com a equagao (4.12), obtém-se
A +ac? + (a—c)b® + (4r2 —a?)c— (a* +4r2)a = [b* — (c+a)? + 4r2]b (4.14)

Substituindo o valor de b* dado por (4.13) em (4.14), resulta
(ac —d?)(a+c)?
ac o
_Ja[(a+c)e* — (a® —4r?)c — (a® 4 4r?)alc ~ (c — a)(ac — d7)(a + C)QT
B (ac — d2)(a + c)* + a[4r? — (a+ c)*]e

(4.15)

Como <a,d,,r.> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.15) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.15) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢bes do problema).
Aplicag@o numérica: sejam a = 5cm, d, 40\/_ cm e r, = 5v/3cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.15). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.13), b = Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.
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18 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 204) <a,e,,e,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
(2 ) e = ¢ (4.16)
—1lbc=e .
b—c ?
b 2
[( ) - 1] ac = e’ (4.17)

a—cC

Com a equagao (4.17) obtém-se
(ac+ ¢2)(c = a)?

- (4.18)
E com a equagao (4.16), obtém-se
cla® = b* — & +2€e’]b = e°c® + (e? — 2¢°)b? (4.19)

Substituindo o valor de b* dado por (4.18) em (4.19), resulta

ae’c® +e’(ac+e’)(c—a)’ —2(ac+¢€?)(c — a)’c’ 72
ac® + (ac+ e2)(c — a)? — a(a? + 2e?)c

g(ac +e’)(c—a) =

(4.20)
Como <a,e,_,e,> sao conhecidos, podemos resolver a equagao (4.20) com um
programa qualquer para obter c.
Se a equacdo (4.20) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicac@o numérica: sejam a = 5cm, e, =8v2lcmee, = 43—0 cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.20). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.18), b = Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o tridngulo cujos lados
séo <a, b, ¢> satisfaz todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 205) <a,e,,e.>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( b )2 - 1} ac =€’ (4.21)

{(afb)g —1]ab= ¢ (4.22)

Com a equagao (4.21) obtém-se
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(ac+e€2)(c—a)’ e (4.23)
ac
E com a equagao (4.22), obtém-se
2_ 942
[¢® —a® —b*+2e’b = (%)b2 + ae’ (4.24)
Substituindo o valor de b* dado por (4.23) em (4.24), resulta
oy ey - [[E= 20 Mot ool Haie
c (ac+&)(e —a) 2a2¢* — [(c — a)e,]* — 2a(a® — €?)c (4.25)

Como <a,e,,e, > sdo conhecidos, podemos resolver a equacao (4.25) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.25) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicacdo numérica: sejam a = 5cm, e, = % cm e e, = 5v2lcm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.25). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.23), b = Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados

sao <a, b, c> satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 206) <a,e,,R>

» Car

Método do problema ja resolvido

Como <a, R, a> formam um datum (sina = 55), podemos construir o(s)
angulo(s) do vértice A (« e 180°—a). Conhecemos entao < a, a, e,>e jé sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 33).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 207) <a,e,, R>
Método do problema ja resolvido

Como <a, R, a> formam um datum (sina = 55), podemos construir o(s)
angulo(s) do vértice A (« e 180°—«). Conhecemos entao < a, a, e,> e j4 sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 34).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
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20 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 208) <a,e, ,r>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b> + ¢ — 2bccosa = a? (4.26)
2bcsin £ 2bcsin £ \2
TCF = ea —— (b — 0)2 = (672) (427)
sin & 2r
fan @ — — 2 = 4.28
e p—a l—sin2% b+c—a ( )

Com a equagao (4.28) obtém-se

2r4/1 —sin

b+c=a+ — (4.29)
Sin 5
Podemos escrever (4.26) como
(b—¢)* + 2bc(1 — cos ) = a?
Como 1 — cosa = 2sin” §, e com (4.27), a equacao acima torna-se
ae 2
be)* 4 2(be) — (525 ) =0 =
(e 4200~ (55
e \/e2sin® £ + a? — e?sin &
= bc= YV " 2 o 2 (4.30)

: (e}
251117

Podemos escrever (4.26) também como
(b+c)* = a*+ 2bc(1 + cos o)

Como 1+ cosa = 2(1 —sin® §), e com (4.29) e (4.30), resulta

e,(1—2a*)(y/e*x? +a*> —e x)r = 2rjazV]1 — 22 +r(1 — 2?)], (1)

onde r = sin 5.

Como <a,e,_,r> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao () com um
programa qualquer para obter x.

Se a equagao () ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢des do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, = 8v2lcme r = V3 cm.

Pode-se constatar que r = % é uma raiz de (f), apdés o que obtém-se
b=Tcmec=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.
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Exercicio 209) <a,e,,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( y )2 - 1} ac =€’ (4.31)

c—a
1\/(b—|—c—a)(a—b+c)(a—|—b—c):T (4.32)
2 a+b+c
Com a equagao (4.31) obtém-se
(a’c + eb )(C - a’) — b2 (433)

ac
E com a equacdo (4.32), obtém-se

& —ac® — (a+ )b + (4r* —a*)c+ (a® +4r2)a = [(c —a)? = b — 4r2)b  (4.34)
Substituindo o valor de b* dado por (4.33) em (4.34), resulta

(ac + )¢~ a)?

1 2 2 4 4
= oo g et lac+ §)le—a)e—ac' —a'c+

+ [(ac+€?)(c — a)® + ac’|la — 4ar®(a + c)cH2 (4.35)

Como <a,e,,r> sao conhecidos, podemos resolver a equagio (4.35) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.35) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condig¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, = % cm e r = +/3cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.35). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.33), b = Tem.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
séo <a, b, c> satisfaz todas as condi¢oes do problema.
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Exercicio 210) <a,e,,r,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b* + ¢* — 2bccosa = a’ (4.36)
2bcsin § 2bcsin § 2
-2 e = (=2
= = (-0 ( - ) (4.37)
o 5
tang =l0 — — 22 ____ ‘T (4.38)
I—-sin®§ a+b+c

Com a equagao (4.38) obtém-se

2r /1 —sin® &
bre=—eV""TD (4.39)

sin
Podemos escrever (4.36) como
(b—¢)® + 2bc(1 — cos ) = a?

Como 1 — cosa = 2sin”® £, e com (4.37), a equacao acima torna-se
2 )

ae 2
be)® + (b —( a ):0 —
(e +2000) - (52
e y/e2sin® 2 + a2 —e?sin &
= bc= YV " 2 o 2 (4.40)

: (e}
251117

Podemos escrever (4.36) também como
(b+c)* = a*+ 2bc(1 + cos o)

Como 1+ cosa = 2(1 —sin® §), e com (4.39) e (4.40), resulta

e,(1=2a*)(y/e2x?* +a®> —e x)x +2r [axv]1 —2? —r (1 -2°)] =0, (})
onde r = sin 5.

Como <a,e,,r,> sao conhecidos, podemos resolver a equagao (f) com um

programa qualquer para obter x.
Se a equagao () ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢des do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, =8v2lcmer, = 2v/3 cm.

— V21 4 : - A <
Pode-se constatar que z = 5= é uma raiz de (}), apds o que obtém-se

b=7cmec=8cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.
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Exercicio 211) <a,e,,r,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( ad )2 £ 1} be = ¢ (4.41)

c—b
(a+b+c)b+c—a)la+b—rc) )
= 4.42
4(a—b+c) i (442)
Escrevemos (4.41) e (4.42) como
2
B (- 20)0* + (¢ —a* —2e*)b+e’c =0 (4.43)

c
b+ (a+c)b® — [(c—a)® = 4r?lb— (c—a)c® +
+ (@®* —4r¥)e—(a®* +4r)a=0  (4.44)

Como <a,e_,r,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.43)—(4.44),
obtendo assim os lados b e ¢ do triangulo.

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, =8v2lcmer, = % cm.

Com estes valores, um programa qualquer nos fornece b = 7cm e ¢ = 8 cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 212) <a,e,,r,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( b )2 - 1} ac = e’ (4.45)

c—a
(a+b+c)la=b+c)la+b—c) ,
= 4.4
4(b+c—a) a (4.46)
Com a equagao (4.45) obtém-se
(ac+¢€)(c—a) e (4.47)

ac
E com a equacdo (4.46), obtém-se

A +ac® +(a—c)b? + (4r? —a*)c— (a® +4r2)a = [(c+a)? — b* —4r2]b  (4.48)
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Substituindo o valor de b* dado por (4.47) em (4.48), resulta

(act+¢)lc—a) _
ac* — (¢ —a)lac + €7](c — a)® + afac* + (4r> —a*)c — (a* + 47“2)@]0}2
(ac+ e?)(c — a)* — al(a + ¢)? + 4r?]c

(4.49)

Como <a,e,,r,> sao conhecidos, podemos resolver a equagao (4.49) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.49) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condi¢oes do problema).
Aplica¢do numérica: sejam a =5cm, e, = Pemer, = 2v/3 cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.49). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.47), b= Tem.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
séo <a, b, c> satisfaz todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 213) <a,e,,r,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( b )2 — 1} ac =€’ (4.50)

c—a
(a+b+c)b+c—a)la+b—c)
2a—bTo) =1 (4.51)
Com a equagao (4.50) obtém-se
(ac+e?)(c—a) _ (4.52)

ac
E com a equagao (4.51), obtém-se
¢ —ac? — (a+c)b> + (412 — a®)c + (a® + 4r2)a = [b* — (c —a)® + 42]b  (4.53)
Substituindo o valor de b* dado por (4.52) em (4.53), resulta
(ac+¢€)(c—a)®

_ qact — (a+c)lac+€’](c — a)® — alac® — (417 — a®)c — (a® + 47“3)@]0}2

[(c —a)e,]* + 4arc

(4.54)
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Como <a,e,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.54) com um
programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.54) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condigoes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, = % cmer, = % cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.54). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.52), b = Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 214) <a,e,,r.>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

[( b )2 - 1} ac = e’ (4.55)

(a—|—b—|—c)(b—|—c—a_)(a—b+c) o,
4(a+b—c) = (4:56)

Com a equagao (4.55) obtém-se

(ac+¢€2)(c —a)?

= (4.57)
E com a equagdo (4.56), obtém-se

& +ac® + (a— )b + (4r2 —a®)c— (a® +4r2)a = [b* — (c+a)® +4r2)b  (4.58)
Substituindo o valor de b* dado por (4.57) em (4.58), resulta

(ac+e)(c—a)’
ac
ac* — (¢ —a)lac + €’](c — a)® + afac® + (4r* — a*)c — (a* + 47“3)@]0}2
(ac+e2)(c —a)*—ala+c)?c+ daric

(4.59)

Como <a,e,,r, > sao conhecidos, podemos resolver a equacgao (4.59) com um

programa qualquer para obter c.

Se a equacdo (4.59) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).
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Aplicagdo numérica: sejam a = 5cm, e, = % cm e r, = 5v/3cm.

Pode-se constatar que ¢ = 8 é uma raiz de (4.59). Logo, ¢ = 8cm e, com
(4.57), b= "Tcm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que o triangulo cujos lados
sao <a, b, ¢ > satisfaz todas as condigoes do problema.

Exercicio 215) <a,R,T>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <a, R, a> formam um datum, podemos construir o(s) angulo(s) do
vértice A (a e 180° — a). Conhecemos entdao <a,a,r> e ji sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 40).

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o ABCI (figura auxi-
liar).

Com auxilio do teorema 2.18 (ver o Capitulo 2 em [6]) e a figura 4.147 (ver
a pagina 67), constatamos que o ponto I possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale r;

ii) sua disténcia £ ao ponto O vale £ = /R(R — 2r).

Daf a construgao que segue (ver a figura 4.147, na pdgina 67):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC =q;

ii) construir o ponto O e tragar o circulo circunscrito I'. Obter
o ponto D (interse¢do “inferior” do circulo I' com a medi-
atriz do segmento BC);

ili) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando r desta;
iv) tragar o arco ¢ = (O, ) e obter o ponto I (I = a’ N ¢);

v) tragar a reta d, = (D, I) e obter o ponto A (A =02 NT).
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Observagao: para obter ¢, fazemos a construgao auxiliar mostrada na
figura 4.148 (ver a pégina 68), com €</ = R e €% = R — 2r; logo,

=RER-2r) =t

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o ABCI (figura auxi-
liar). Uma andlise da figura 4.149 (ver a pdgina 69) nos mostrard que o ponto I
possui duas propriedades:

i) sua distancia & reta a vale r;

ii) pertence ao circulo ¢ = (D, DB).

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.149, na pagina 69):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC = q;

ii) construir o ponto O (O’) e tragar o circulo circunscrito T’
(T”). Obter o ponto D (D') (interse¢ao “inferior” do circulo
I’ (T') com a mediatriz do segmento BC);

ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r desta;

iv) tragar o arco ¢ = (D,DB) (¢/ = (D’,D'C)) e obter os
pontos I (I =a'N¢)el’ (I’ =d ﬁ¢')
(D,

v) tragar as retas 0, = INed = (D', I') e obter os pontos
A(A=0, NT)eA (A —aa nr).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC) solugoes.
Exercicio 216) <a,R,r >
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <a, R, a> formam um datum, podemos construir o(s) angulo(s) do
vértice A (o e 180° — o). Conhecemos entdo <, a,r,> e ja sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 42).
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Segundo procedimento — Método da figura auxiliar
O problema estard resolvido se pudermos construir o ABCI, (figura
auxiliar).

Com auxilio do teorema 2.19 (ver o Capitulo 2 em [6]) e a figura 4.150 (ver
a pagina 70), constatamos que o ponto I, possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale r_;

ii) sua distancia ¢ ao ponto O vale £ = \/R(R +2r,).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.150, na pdgina 70):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC =q;

ii) construir o ponto O e tragar o circulo circunscrito I'. Obter
o ponto D (interse¢ao “inferior” do circulo T’ com a medi-
atriz do segmento BC);

ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r, desta,;
iv) tracar o arco ¢ = (O, ¥) e obter o ponto I (I, = a' N ¢);

v) tragar a retad, = (D, ) e obter o ponto A (A =09 NT).

Observagao: para obter ¢, fazemos a construcao auxiliar mostrada na
figura 4.148 (ver a pagina 68), com €/ = R e €% = R+ 2r,_; logo,

%9 =\/R(R+2r,) =

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar
O problema estard resolvido se pudermos construir o ABCI, (figura
auxiliar).

Uma andlise da figura 4.151 (ver a pdgina 71) nos mostrara que o ponto I,
possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale r_;

ii) pertence ao circulo ¢ = (D, DB).
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Daf a construcao que segue (ver a figura 4.151, na pdgina 71):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC =q;

ii) construir o ponto O e tragar o circulo circunscrito I'. Obter
o ponto D (interse¢ao “inferior” do circulo ' com a medi-
atriz do segmento BC);

ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r, desta;
iv) tragar o circulo ¢ = (D,DB) e obter o ponto I, (I, =
@' Ne);

v) tragar a reta 0, = (D, ) e obter o ponto A (A =02 NT).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC) solugoes.

Observagao: para obter duas solugoes, considere, por exemplo, a seguinte
aplicagao numérica: ¢ = 19,9cm, R = 10cm e r, = 22,2cm. Reprodu-
zindo com as férmulas da geometria analitica as etapas da construgao
acima, obtém-se os A ABC e A A’BC, cujos comprimentos dos lados
s@o mostrados abaixo (com seis algarismos decimais exatos):

b, =12,1778626cm e ¢, =17,0019831cm
b, 0,4117234cm e ¢, = 19,854662 0 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os triangulos cujos lados sao
<ayb,,¢;> e <a,b,,c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 217) <a,R,r,>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <a, R, a> formam um datum, podemos construir o(s) angulo(s) do
vértice A (a e 180° — «). Conhecemos entao <a,a,r,> e j& sabemos como
resolver este problema (ver o exercicio 43).

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A BCI, (figura auxi-
liar).

Com auxilio do teorema 2.19 (ver o Capitulo 2 em [6]) e a figura 4.152 (ver
a pagina 72), constatamos que o ponto I, possui duas propriedades:
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i) sua distancia a reta a vale r,;

ii) sua distancia ¢ ao ponto O vale £ = \/R(R + 2r,).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.152, na pdgina 72):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC =q;

ii) construir o ponto O e tragar o circulo circunscrito I". Ob-
ter o ponto E (intersecdo “superior” do circulo I' com a
mediatriz do segmento BC);

ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r, desta;
iv) tracar o arco ¢ = (O, {) e obter o ponto I, (I, = a’ N ¢);

v) tragar a reta e, = (E,I,) e obter o ponto A (A =¢ NT).

Observagao: para obter ¢, fazemos a construgao auxiliar mostrada na
figura 4.148 (ver a pagina 68), com ¢/ = R e €% = R+ 2r,; logo,

¢9 =\/R(@R+2r,) ="

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar
O problema estard resolvido se pudermos construir o A BCI, (figura auxi-
liar).

Uma andlise da figura 4.153 (ver a pagina 73) nos mostrara que o ponto I,
possui duas propriedades:

i) sua distancia & reta a vale r,;

ii) pertence ao circulo ¢ = (E, EC).

Dai a construgado que segue (ver a figura 4.153, na pagina 73):

i) numa reta a qualquer colocar os pontos B e C tais que
BC =q;

ii) construir o ponto O (O') e tragar o circulo circunscrito I'
(I). Obter o ponto E (E') (interse¢ao “superior” do circulo
I (V) com a mediatriz do segmento BC);
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ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r, desta;

iv) tracar o arco ¢ = (E,EC) (¢’ = (E',E'C)) e obter os
pontos I, (I, =a’'N¢) eI (I, =a'N¢');

v) tragar as retas ¢, = (E,I,) e ¢ = (E',I,) e obter os pontos
A(A=c¢ND)eA’ (A=c ALY,

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC) solugoes.
Exercicio 218) <a,r,T,>
Método do problema jé resolvido

Como <7,7,,h, > formam um datum, conhecemos h,. Conhecemos entdo
<a,h,,r> ejd sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 160).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 219) <a;r,r,>
Método do problema j& resolvido

Como <r,7,,h,> formam um datum, conhecemos h,. Conhecemos entdao
<a,h,,r> e ji sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 161).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
Exercicio 220) <a,r,,T,>
Método do problema ja resolvido

Como <r_,r,,h_ > formam um datum, conhecemos h_ . Conhecemos entao
<a,h,,r,> e jd sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 164).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 221) <a,r,,r.>
Método do problema ja resolvido

Como<r,,r_, h, > formam um datum, conhecemos h_; e como <a,r,+r_, R>
também formam um datum, conhecemos R. Conhecemos entdo <a,h, ,R> e
j& sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 158).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 222) <h,,h,,h >
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

O exercicio 569 de [3] pede para expressar os dngulos de um tridngulo em
funcdo das alturas. Seguindo entdo [3], escrevemos
b*+c* —a’

2be

Como todos os termos sao do segundo grau, pode-se substituir a, b e ¢ por
quantidades proporcionais. Ora, ah, = bh, = ch_ ou

cosa =

a b ¢
ER
ha hb hc
Logo,
1 1 1
h2 - h? h? 1 1 1 1
COSOx = b D) ihbhc (E h_i — h_z)
h’bhc

1 (hahb h h. _hbhc)

S \h T T

a

Analogamente, obtém-se cos 5 e cos~:

1 mh  hoh, bk,
cos = 2hb( h, " h.  h )

1 (hh o hh hh,
N= 2hc( h T Thh )

Conhecemos assim <a,f,h, > e ji sabemos como resolver este problema
(ver o exercicio 4).

Observagao: do mesmo modo, mostra-se que

1\2 1\2 1\2 11
() = Gl G i oo
ou seja: em todo triangulo, o quadrado do inverso de uma altura €
igual & soma dos quadrados dos inversos das outras duas menos o
duplo produto dos inversos dessas duas alturas pelo cosseno do angulo
formado pelos lados a que elas se referem.
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Segundo procedimento — Método das figuras semelhantes

Podemos escrever

ah, = bh, =ch, (=25)
Ou, dividindo por h_h,,
& byse
h, h,6 ¢

onde £ = h_h, /h_. Portanto, podemos facilmente construir o segmento ¢ como
h

. ) h
quarta proporcional entre as trés alturas (7— = —).
> ]

O A ABC ¢ semelhante ao A AB'C’ (terceiro caso de semelhanca de
tridngulos) com B'C’ = h,, AC' = h, e AB’ = {. Logo, podemos desenhar a
forma (A AB'C’) do triangulo procurado (ver o exercicio 128).

Dai a construcio que segue (ver a figura 4.3):

i) construir o A AB'C’ e obter a reta o/, areta h, (A €bh, e
h, La')eoponto H (H =da'nNh,);

ii) tragar o arco ¢ = (A, h,) e obter o ponto H, (H, = b, No);

iii) tragar a reta a (H, € a e a | a’) e obter os pontos B e C.

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Observagoes:

i) a solugao deste problema depende da construcao do
A AB'C’. Assim, deve-se ter:

h,+h,>0>h, —h,
h, h
h, +h, >—=—=>h,—h,

a

1 1 1 1 1
hy TR TR T R, TR,

ii) uma solugdo muito conhecida para este problema (ver [7],
[8] € [9]) é a seguinte:
1) construir o A A'B’'C’ com lados o/ = h_, ' = h, e
c =h;

2) obter as alturas h_, h, e h. do A A'B'C/;
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3) o A ABC é semelhante ao triangulo A AB’C’ cujos
lados sdo os comprimentos ., h, e h..

Esta solugao tem o inconveniente de nem sempre permitir a construgao do
A ABC, ainda que os dados permitam uma.

Exemplo: se h, = 156 mm, h, = 65mm e h, = 60mm, nao poderemos
construir o A A'B’C’ (pois h, > h, + h_) mas o A ABC existe porque { =
169mmeh, +h, >¢>h, —h,.

ili) veremos no exercicio 371 que

)
rory o+,

Por outro lado, ao final do teorema 2.8 em [6] encontramos
os seguintes resultados:

1 1 1 1
v Thh
1 1 1 1
no b hh
1 1 1 1
nh R

Assim, podemos expressar os lados < a, b, c> em funcao
das alturas <h_,h,,h_>:

2h, h2h?

a=———
VH

2h, h? h?

="t o<
VH

2h,_h? h?

= ——
VH

H = (h,h, +h,h, +h b, )(—hh,+hh +hh},)
: - +h.h,)(h,h,+hh —h.h,)
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Exercicio 223) <h,,h,,m,>
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A AM, M (figura
auxiliar), onde M_ é a projecio do ponto M, na reta b. Uma andlise da
figura 4.154 (ver a péagina 74) nos mostrard que o ponto M, possui duas
propriedades:

. NGA L s h
i) sua distancia ao ponto M, vale =

i) um observador colocado em M, enxerga o segmento AM,
segundo um angulo reto (M, pertence ao arco capaz—a¢, —
do angulo reto sobre o segmento AM)).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.154, na pdgina 74):
i) construiro AAH, M_;
ii) construir o circulo ¢, de didmetro AM;
iii) tragar o circulo ¢, = (M, %}’) e obter o ponto M, (M_ =
¢ N y);

iv) se a = (H,, M) é a reta definida pelos pontos H, e M_ e
b= (A, M,) é a reta definida pelos pontos A e M_, entdo
C=ankt;

v) tragar o circulo ¢, = (M_, M_ C) e obter o ponto B (B =
ang,).
Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A AB’C’) solugdes.

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Uma andlise da figura 3.1 em [6] nos mostrard que o problema estard
resolvido se pudermos construir o A C'C!, A’ (figura auxiliar) e os pontos A’
e B.

Daf a construgao que segue (ver a figura 4.155, na pdgina 75):

i) colocar o ponto B’ numa reta m; qualquer e construir o
triangulo retangulo AC'C’, A’ tal que C'C’,, = 2h, e
C'A’ = 2m,; tracar a reta a” = (C’,,A’) e construir a
retaa (B'€aeal a’);




“trianguloscreenb” — 2015/9/5[) — 12:04 — page 36 — #40

36 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

ii) tragar o arco ¢, = (A’,h,) e obter o ponto A’ (A! =
¢, N ¢,); tracar a reta b’ = (A] ,C’) e obter o ponto B
(B=anb’);

iii) construir o ponto A, simétrico de A’ em relagao a B;
iv) construir a reta b (A € b e b || b’) e obter o ponto C
(C=anb).
Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A ABC) solugoes.

Exercicio 224) <h,,h,,m>
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A M M _M_ (figura
auxiliar), onde M_ e M_ sdo as projegoes do ponto M, nas retas a e b,
respectivamente. Uma andlise da figura 4.156 (ver a pagina 76) nos mostrard
que o ponto M_ (M) possui duas propriedades:

c

. D L O h, h,
i) sua distancia ao ponto M, vale 5 (= );

i) um observador colocado em M_ (M) enxerga o segmento
CM, segundo um angulo reto (M_ (M) pertence ao arco

c c

capaz— ¢, —do angulo reto sobre o segmento CM).

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.156, na pagina 76):

i) numa reta m_ qualquer colocar os pontos C e M. tais que
CM, =m_;

ii) construir o circulo ¢, de didmetro CM,;

h
iii) tragar o circulo ¢, = (M,, 5-) e obter o ponto M_ (M_ =

c

¢, NP, );
h
iv) tracar o circulo ¢, = (M_, 5) e obter o ponto M, (M, =
¢, N 9,);
v) tragar a reta b’ paralela a reta b = (C,M) e distando h,
desta;

vi) se a = (C, M) é a reta definida pelos pontos C e M_,
entdo B=anNb’;
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vii) tragar o circulo ¢, = (M_, M_B) e obter o ponto A (A =
bNg,).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’B’C) solugdes.
Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Uma andlise da figura 3.1 em [6] nos mostrard que o problema estard
resolvido se pudermos construir o A C'C/, C (figura auxiliar) e os pontos C,, e
B.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.157, na pdgina 77):

i) colocar o ponto M, numa reta m_ qualquer e construir o
tridngulo retdngulo A C'C’ C tal que C'C! = h, e C'C =
2m; tragar a reta a = (C, C);

ii) tragar o circulo ¢, = (C,h,) e obter o ponto C,, (C,, =
¢, N ¢,); tracar a reta b’ = (C,,,C’) e obter o ponto B
(B=anb’);

iii) construir o ponto A, simétrico de B em relagao a M.

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A ABC) solugoes.

Exercicio 225) <h,,h,,d, >
Método algébrico

Comecamos notando que se h, =d, = b=c¢ = h, = h_; portanto,
conhecemos as trés alturas e j4 sabemos como resolver este problema (ver o
exercicio 222). Assim, na anélise que seguird, suporemos que h, # d, —

b #c.

Como <h_,d,,e, > formam um datum, conhecemos e . E agora escrevemos
o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2bc cos &
— 2 _yq 4.60
e g, (1.60)

2bcsin &
Tcﬁ =€, (461)
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Com (4.60) e (4.61) e sabendo que bsina = h_ e csina = h,, obtém-se

h,h
ne =< 4.62
T T 1 h, 162
h,h
W e i 4,
cos § = h e (4.63)

Como sin® § + cos® § = 1, obtém-se com (4.62) e (4.63)

2+ 2 = (L5 T2 o om, (& — )R 4 (B + ) + 2(d, )} — (hyd,e,)? = 0
b

(4.64)

Como < h,,d_, e, >sao conhecidos, podemos resolver a equagao (4.64) com um

programa qualquer para obter h_.

Se a equacgd@o (4.64) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicacdo numérica: sejam h, = 4v/3cm, h, = M cmed, = 8T‘ﬁ cm.

Com estes valores para h, e d, obtém-se e, = 8/21 cm e a equagio (4.64)
torna-se
%h‘l + @
75 © 9
Resolvendo (f) com algum programa, obtém-se duas raizes positivas, as
quais sao mostradas abaixo (com seis algarismos decimais exatos):

h* — 164h2 4 1600 = 0 ()

h, =4,3301270cm = a, =5cm, b, =7cm, ¢, =8cm
h = 5,793555 1 cm.

Com h. obtém-se a,, b, e ¢, (com seis algarismos decimais exatos):
a, = 5,908794 3 cm b, =8,2723119 cm ¢, = 7,066011 6 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os triangulos cujos lados
sao <a,,b,,c,> e <a,,b,,c,> satisfazem todas as condigdes do problema.

Exercicio 226) <h,,h,,d>
Primeiro procedimento — Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

asiny = h, (4.65)
bsiny =h, (4.66)
2ab cos 2
el (4.67)

a+b ¢
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Com o sistema (4.65)-(4.67) e como sin~y = 2sin 3 cos 3 obtém-se

L _hh,

dCSiHQ—m

Podemos entao construir o angulo 3, e em seguida o angulo ~y, apds o que
a construgao do A ABC é facilmente efetuada.

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Seja a = (B, C) a reta definida pelos pontos B e C. Supondo o problema
jé resolvido (ver a figura 4.158, na pdgina 78), podemos construir o ponto P,
tal que P, € a e CP, = CA. Entdo CD, || P,A e podemos escrever:

P A BP,
CD, BC

(4.68)

O problema estard resolvido se pudermos construir o A AH_ P, (figura auxi-
liar). Uma andlise da figura 4.158 nos mostrard que LAH P, =90°, AH, =h,
e, como serd mostrado na continuagao,

h, d
= 4.
h.+h, PA (4.69)

e o segmento ¢{ = P, A pode ser construido como a quarta proporcional entre
os segmentos h,, h, +h, ed..

Para provar o resultado dado pela equacao (4.69), tragamos as retas b’
(P,ebeb ||b)eb (Ceb eh |[h,). SeP,=0b'Nh, e P,=b"NH, entdo
ACP P, =AACH, e AH, =CP, = H, P, = h,. Tem-se também a seguinte
relac@o (teorema sobre feixe de paralelas):

BP, BP, h,+h

_ _ a
BC BH, h (4.70)

P/A h,+h, hy d,
Portanto, o =7 = Roth = T

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.158, na pdgina 78):

i) construir a quarta proporcional (segmento ¢) entre os
segmentos h,, h, +h, e d_;

ii) numa reta a qualquer colocar o ponto H,; construir a reta
h, (H, € b, ebh, L a); construir os pontos A (A € b, e
HA=h)eP (P caeAP =/);
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ili) construir a mediatriz (reta t) do segmento AP e obter o
ponto C (C =anNt);

iv) tragar a reta b” paralela & reta b = (A, C) e distando h,
desta e obter o ponto B (B =anb”).

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A ACD, (figura
auxiliar). Podemos escrever (ver o teorema 2.2 em [6]):
DA CA b

DB CB a

E também ah, = bh,. Ou
DA h,
DB h,
Uma anélise da figura 4.159 (ver a pédgina 79) nos mostrard que o ponto D,
possui duas propriedades:

b

i) sua distancia ao ponto C vale d_;

ii) pertence a reta a”. A reta a”’ é paralela & reta a e passa pelo
ponto P,, projecao do ponto C na reta (P,,P,) na razao
(P,,C, P,) (teorema sobre feixe de paralelas).

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.159, na pagina 79):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto C e construir a reta
t(Cererla)

ii) construir os pontos P, € v e P, € t em semiplanos opostos
relativamente & reta a tais que CP, = h, e CP, = h
tragar a reta a’ (P, € a’ ed || a);

b

ili) tracar o circulo ¢ = (C,d,) e obter o ponto P, (P, = aN¢);
tragar a reta s = (P, P,);

iv) tragar areta t = (P,, P,); construir aretat’ (C et et || t)
e obter o ponto P, (P, =sNt);

v) tragar a reta a” (P, € a’ e a” || a) e obter o ponto D,
(D, =a"0¢);

c

vi) construir a reta b, transformada de a pela reflexdo em torno
da reta 0, = (C,D,) e obter A (A = a’ Nb); tracar a reta
¢ = (A, D,) e obter o ponto B (B=anc).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 227) <h,,h,,e,>

b? Ya

Método do problema ja resolvido

Como <h,,e,,d, > formam um datum, conhecemos <h_,h,,d, > e ja sabe-

a’a’l

mos como resolver este problema (ver o exercicio 225).

Exercicio 228) <h,, h,e>
Primeiro procedimento — Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

asiny = h, (4.71)
bsiny=h, (4.72)
2absin 1
il R 4.73
i, (4.73)

Com o sistema (4.71)-(4.73) e como sin~y = 2sin 3 cos 3 obtém-se

ha hb

cost = —22
O T T

Podemos entao construir o angulo 7, e em seguida o angulo v, apds o que
a construgao do A ABC é facilmente efetuada.

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Seja a = (B, C) a reta definida pelos pontos B e C. Supondo o problema
ja resolvido (ver a figura 4.160, na pdgina 80), podemos construir o ponto P,
tal que P, € a e CP, = CA. Entao CE, | P,A e podemos escrever:

PA BP,
CE. BC

(4.74)

O problema estara resolvido se pudermos construir o A AH P, (figura auxi-
liar). Uma andlise da figura 4.160 nos mostrard que LAH P, =90°, AH, =nh,
e, como serd mostrado na continuagao,

h, h,—h,

e P A

c

(4.75)

e o segmento ¢ = P, A pode ser construido como a quarta proporcional entre
os segmentos h,, e, e h, — h,.
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Para provar o resultado dado pela equacao (4.75), tragamos as retas b’
(P,eb eb/ ||b)eh (Cebh eh | h,) SeP,=0b'Nh, e P, =0'Nh, entao
ACPP,=AACH,e AH, =CP, = H, P, = h,. Tem-se também a seguinte
relagdo (teorema sobre feixe de paralelas):

Lo 4.76
BC B, h, (4.76)
P,A h —h h h, —h
Portanto, ;C = bhb L = f: N 1

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.160, na pagina 80):

i) construir a quarta proporcional (segmento ¢) entre os seg-
mentos h,, e, eh, —h,;

ii) numa reta a qualquer colocar o ponto H,; construir a reta
h, (H, € b, eb, L a); construir os pontos A (A € b, e
HA=h,)eP (P caeAP ={);

iii) construir a mediatriz (reta t) do segmento AP e obter o
ponto C (C =ant);

iv) tragar a reta b’ paralela & reta b = (A, C) e distando h,
desta e obter o ponto B (B =anb”).

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A ACE_ (figura
auxiliar). Podemos escrever (ver o teorema 2.2 em [6]):

EA CA b

EB CB a

E também ah, = bh,. Ou
EA h,
EB h
Uma anélise da figura 4.161 (ver a pdgina 81) nos mostrard que o ponto F.
possui duas propriedades:

b

i) sua distancia ao ponto C vale e_;

ii) pertence & reta a”. A reta a” é paralela & reta a e passa pelo
pouto P,, projecao do ponto C na reta (P,, P,) na razao
(P,,P,,C) (teorema sobre feixe de paralelas).
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Daf a construcao que segue (ver a figura 4.161, na pdgina 81):
i) numa reta a qualquer colocar o ponto C e construir a reta
t(Cererla)
ii) construir os pontos P, € te P, € t em um mesmo semiplano
relativamente & reta a tais que CP, = h, e CP, = h,;
tragar a reta a’ (P, €a’ e d || a);
iii) tracar o circulo ¢ = (C, e_) e obter o ponto P, (P, = anN¢);
tracar a reta s = (P, P,);
iv) tragar areta t = (P,, P,); construir aretat’ (C et et | t)
e obter o ponto P, (P, =sNt'); tragar a reta a” (P, € a”
e a” | a) e obter o ponto E_ (E, = a” N ¢);
v) construir a reta b, transformada de a pela reflexdo em torno
dareta e, = (C,E,) e obter A (A =a’Nb); tragar a reta
¢ = (A, E.) e obter o ponto B (B =anNc).
Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 229) <h,, h,,R>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
ah
28 =ah, =bh, = b= W = (4.77)
b
abc 2Rh
28 = — —=ph, = c=_"7 4.78
2R ’ ¢ a (4.78)
1
a=2Rsinaa = cosa = :l:ﬁ\/ZLR2 —a? (4.79)
b2 42 — g2
a®> =b*+ ¢ —2bccosa = cosa = b (4.80)
c

Com o sistema (4.77)-(4.80), obtemos

- (Z—)]t AR~ SRA(WE 4 B2 + (2Rh,) =0 (4.81)

b

onde a = /1.
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Como <h,_,h,, R> sdo conhecidos, podemos resolver a equagao (4.81) com
um programa qualquer para obter ¢.

Se a equacdo (4.81) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

Aplicacdo numérica: sejam h, = 4y/3cm, h, = M cme R= 7T‘/§ cm.
Com estes valores, a equagao (4.81) torna-se

576 4 3 2

@t + 192¢% — 9472¢* 4 2560000 = 0 (1)

Resolvendo (f) com algum programa, obtém-se (com seis algarismos deci-
mais exatos):

t, =25 = a,=5cm = b, =T7Tcm e ¢, =8cm
t, = 30,597982843261 = a, = 5,5315443cm =

4
b, = % =7,7441621cm e ¢, = —0 = 7,231253 6 cm

2 a2
Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sao <a,,b,,¢,> e <a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

A regra de Descartes (ntimero de variagoes nos sinais dos coeficientes) nos
diz que a equacdo (4.81) terd 2 ou 0 raizes positivas. Logo,

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 230) <h_ h,,r>
Método do problema ja resolvido

Sabemos, pelo teorema 2.8 em [6], que
1 1 n 1 . 1
r h, h, h,
Podemos assim calcular (e mesmo construir) a altura h_. Conhecemos entéo
<h,,h,, h > e ji sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 222).

Para construir h,, comegamos construindo o segmento ¢ tal que

1y
(" h

a

ha hb

:}é:
h, +h,

1
hb

ou seja, £ é a quarta proporcional entre os segmentos <h, + h,, h,, h,>.
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Em seguida, fazemos

1_1 1:>h—ér
h r ¢ cT f—7

c

ou seja, h, é a quarta proporcional entre os segmentos <f —r, 0,1 >.

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 231) <h,, h,,r, >
Método do problema ja resolvido

Como <h_,r,,r>formam um datum, conhecemos <h_, h,,r > e j4 sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 230).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 232) <h, h,,r.>
Método do problema ja resolvido

Como <h_,r, ,7r,> formam um datum, conhecemos r,. E como <h,,r,,r>

também formam um datum, conhecemos 7. Conhecemos entao <h,, h,,r> e ji
sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 230).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 233) <h_,,m_ ,m,>
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

Seja M, a projegdo do ponto M, sobre a reta a (reta que contém os
pontos (B, C)). Seguindo as ideias do primeiro procedimento do exercicio 167,
considere as retas m, = (A, M ) em (M, € m em | m,). O problema
estard resolvido se pudermos construir o A BM, M, e o(s) ponto(s) M, onde
M, =anm . Uma andlise da figura 4.162 (ver a pagina 82) nos mostrard que
o ABM,M, é de facil construcao e que o ponto M possui duas propriedades:

i) pertence a reta a;

ii) sua distancia ao ponto M, vale %ma.

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.162, na pagina 82):
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i) numa reta a qualquer colocar o ponto M, e construir o
h

ABM M, ({BM,M, =90°, MM, = - e M,B =m,);

ii) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando h, desta;

i) tracar o arco ¢ = (M,, im,) e obter o ponto M, (M, =
ane);

iv) dividir o segmento BM, em trés partes iguais e obter o
ponto M, (M, € ae BM, =2M M, );

v) obter o ponto C como simétrico do ponto B em relagao a

M,;

a

vi) tragar a reta b = (C,M,) e obter o ponto A (A =bnNda).
Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC’) solugdes.

Observagao: pode-se mostrar que o lugar geométrico do ponto O (circun-
centro do A ABC) quando o vértice B percorre a reta a mantendo o
comprimento da mediana BM, constante e igual a m, é a parabola

(x “ (27711,8)2 ~h? )2 _ % (y > W) (4.82)

ou(z—=x,)>=2p(y —vy,)

Para provar o resultado dado pela equagdo (4.82), considere a
figura 4.162. Pode-se colocar o A ABC num sistema de coordenadas
cartesianas retangulares onde o ponto H, é a origem e a reta h_, o
eixo y. Assim, a reta a é o eixo x e as coordenadas dos pontos a seguir
tomam os seguintes valores (usando a notacao h, = 2h e £; = m>—h*):
H, = (0,0), A = (0,2h), B = (224,0), M, = (2z, + ¢,,0),
M, =Q2xy +40,,h) e M, = (zg,h).

O circuncentro encontra-se na intersegao das mediatrizes (retas t e
s, respectivamente) dos segmentos AB e AC. Assim, O = (z,,y,) =
tNs. As equagoes de t e § sdo:

t:y:%x—%—i—h (4.83)
2
sy 2th—|— L . (2zg ;— 4) h (4.84)
Igualando as equacgoes (4.83) e (4.84), obtemos:
xr, =3ry + 1, (4.85)

Y, = %3(2;53 +0)+h (4.86)
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Substituindo o valor de z, (z, = (z, —¢,)/3) dado por (4.85) em
(4.86), resulta:
2 2
Yo = %xé < %xQ +h= 9_1h (4.87)
Vemos assim que o ponto O descreve uma pardbola. Para caracterizar
tal pardbola (ver [1]), é conveniente escrevé-la na forma (emprega-se
agora a notacdo padrdo das pardbolas na geometria analitica)
(x —z,)* = 2p(y — y,). Deste modo o vértice ¥ da pardbola situa-se
no ponto (z,,¥,), o foco .7 no ponto (z,,y, + %) e a diretriz 0 é a reta
horizontal (paralela ao eixo z) de equagao y = y, — & (a distancia p
entre # e 0 é chamada de parametro da pardbola).

Igualando os coeficientes nas duas representagoes da parabola,

obtém-se:
B % _9h,
P= =7
_ 21 O (2mb)2 Ny~ hj ~ (3ha)2 B (2mb)2
Do Ty T 8y NI T 4en, !

a

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o A AH_ M, e o ponto
G (baricentro do tridngulo). Uma anélise da figura 4.163 (ver a pdgina 83) nos
mostrard que o ponto G possui duas propriedades:

i) pertence a reta m, = (A, M,);

i) sua distancia ao ponto A vale +2m, .

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.163, na pagina 83):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
A H AM,, obtendo a reta m,;

ii) tracar o arco ¢, = (A,22m,) e obter o ponto G (G =

m, N ¢1);

iii) tragar o arco ¢, = (G,%2m,) e obter o ponto B (B =

3
an (bz)?

iv) tragar o arco ¢, = (M,, M ,B) e obter o ponto C (C =
ang,).
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Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A AB’C’) solugoes.
Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

Uma andlise da figura 3.1 em [6] nos mostrard que o problema estard
resolvido se pudermos construir o A A’ A’C (figura auxiliar) e o ponto B'.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.164, na pdgina 84):

i) colocar o ponto P numa reta m'b qualquer e construir o
tridngulo retangulo A A’ A'C tal que A’/A’ = h, e A'C =
2m,; tracar a reta a = (A’ , C);

ii) tragar o circulo ¢, = (A’,m_) e obter o ponto B’ (B' =
aN@,); construir o ponto C’, simétrico de A’ em relagao a
B’;

iii) tracar a reta b’ = (C’, P) e obter o ponto B (B =anNb’);

iv) construir o ponto A, simétrico de A’ em relacdo a B.

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A ABC) solugoes.

Exercicio 234) <h,,m,,m_>
Primeiro procedimento Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o ponto G eo A BM, M,
(figura auxiliar), onde M, é a projecao do ponto M, sobre a reta a. Uma andlise
da figura 4.165 (ver a pagina 85) nos mostrard que o ponto M, possui duas
propriedades:

. C A . h
i) sua distancia ao ponto M, vale —-;

ii) um observador colocado em M, enxerga o segmento BM,
segundo um angulo reto (M, pertence ao arco capaz— @, —
do angulo reto sobre o segmento BM,).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.165, na pdgina 85):

i) numa reta m, qualquer colocar os pontos B e M, tais que
BM, =m,;

ii) construir o arco ¢, de didmetro BM,;
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h
iii) tragar o arco ¢, = (M,, —) e obter o ponto M, (M, =

b) 2
¢, N,);

iv) tracar o arco ¢, = (B,42m,) e obter o ponto G (G =
m, N éy);

v) tragar o arco ¢, = (G, %ch);
vi) tracar a reta a = (B, M,) e obter o ponto C (C =ang,);

vii) tracar a reta b = (C, M,) e obter o ponto A, simétrico do
ponto C em relagao ao ponto M, .

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A A’BC’) solugoes.
Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Uma andlise da figura 3.1 em [6] nos mostrard que o problema estard
resolvido se pudermos construir o A M _B’C (figura auxiliar) e o ponto B.
Daf a construcao que segue (ver a figura 4.166, na pagina 86):
i) colocar o ponto M_ numa reta m: qualquer e construir
o tridngulo retangulo A M B'M_ tal que M B’ = m, e
MM, = %“; tragar a reta a = (B', M_);

ii) tragar o circulo ¢, = (M_,m_) e obter o ponto C (C =
ana,);

ili) construir o ponto B € a tal que BC = 2BB/;
iv) construir o ponto A, simétrico de B em relagio a M.
Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A ABC) solugoes.
Exercicio 235) <h,,m,,d, >
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estara resolvido se pudermos construir o comprimento BC = a.
Como o AAH_ D, é de facil construcdo e os comprimentos m, e e, sdo
conhecidos (<h,,d, e, > formam um datum), podemos obter os pontos M,
e E . Assim, conhece-se o ponto M também, médio do segmento D E..

Sabemos, pelos teoremas 2.2 e 2.3 em [6], que os pontos <B,C>e< D , E >
formam um grupo harmonico. Portanto, o comprimento a estd determinado
pois (BC/2)> = MM?> — (D, E, /2)* = (a/2)* = >

Daf a construgao que segue (ver a figura 4.167, na pdgina 87):
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i) colocar o ponto H, numa reta a qualquer; tracar a reta b,
(H, €bh,ebh, L a); construir os pontos A e D, , obtendo-se
oAH,AD,;

ii) tragar o arco ¢, = (A,m_) e obter o ponto M, (M, =
ang,);

ili) construir a reta e, (A €e ee L0 = (A,D,)); obter os
poutos E, (E, =anNe)eM (MD, = ME.);

iv) construir o comprimento ¢ = M _P tal que ¢* = MM’ —
MD? (cateto M, P e hipotenusa MM, do A MM, P);

v) tragar o circulo ¢, = (M,,¢) e obter os pontos B e C
B=an¢,eC=ang,).

Segundo procedimento — Método da intersegao de dois lugares geométricos

O problema estard resolvido se pudermos construir o ponto O (circuncentro)
eo AAH, D, Com auxilio do teorema 2.14 em [6] e a figura 4.168 (ver a
pdgina 88), constatamos que o ponto O possui duas propriedades:

i) pertence & mediatriz (reta m) do segmento BC;

ii) pertence a reta [j;, reflexdo da reta h, em torno da reta
0, =(A,D,).

Daf a construgao que segue (ver a figura 4.168, na pdgina 88):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H_, e construir o
A H,;AD_ , obtendo as retas h, e 0_;

ii) tragar o arco ¢ = (A, m,) e obter o ponto M, (M, = ¢Na);

iii) construir a retam (M, e mem L a);

iv) construir a reta h’ e obter o ponto O (O =mnh.);

)
)
)
v) construir o circulo T' = (O,0A) e obter os pontos B e C
(B=anT'eC=anT).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Observagao: com esta construgdo, pode-se calcular facilmente o raio R do
circulo circunscrito e o comprimento a do lado BC. Por ser instrutivo,
mostremos como.
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Seja 0 = 4H,AO = B —~. Entio § = £H,AD, = 0 e assim
h
cost) = 7~ esinf) = \/d?> — h?/d,. Podemos escrever:

H M, = Rsind = Rsin20 = \/m?2 — h?
p VPSR iR

sin20  2sinfcosf
o dym R
2h /A — h?

O comprimento a agora é dado por (%)2 = R*—-0OM? e OM, =
h, — Rcos26. Assim,

a2

i R? — (h? —2h,Rcos 20 + R* cos® 26)
= R?sin® 26 — h? + 2h, R cos 20
Como cosf = h,/d, e cos20 = 2cos*0—1, vem: cos20 = (2h>—d?)/d’.
Substituindo R?sin® 26 por m> — h?, obtém-se:
%:mgq@+%§@@—@
Finalmente, substituindo R pelo valor recém calculado, desenvolvendo

e simplificando, resulta:

A(vimz=1g - VE& =12 ) (VimE =V = + 1)
- N

a2

Exercicio 236) <h,,m,,d,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff = h, (4.88)

200 + ¢*) —a® = 4m? (4.89)
2ac cos &

—— 2=y 4.90

a+c b (4.90)

a’®+c® —2accos g = b* (4.91)

sin® 8 =1—cos® 3 (4.92)

1 <
cosg =1/ %Obﬁ (4.93)
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Com as equagoes (4.90) e (4.93), obtemos
[(a+ c)d,]* — 2(ac)?

cos ff = 3ac): (4.94)
Com as equagoes (4.88), (4.92) e (4.94), obtemos
[(CL + C)db]2 , 2(&0)2 > 2 _ 12
[1 ( 2(ac)? )}C =h (4.95)
Com as equagoes (4.89), (4.91) e (4.94), obtemos
2 d]?—2 2
o 4 g AlaFd ] = 2acf} 4m? (4.96)

ac

Como <h,,m_,d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.95)-(4.96)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida, b.

Exercicio 237) <h,,m,,d, >
Primeiro procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

O problema estard resolvido se pudermos construir o ponto O (circuncentro)
e o AAH, D, . Com auxilio do teorema 2.14 em [6], da equagdo (4.82) (ver a
pagina 46) e da figura 4.169 (ver a pagina 89), constatamos que o ponto O
possui duas propriedades:

i) pertence & reta b;, reflexdo da reta h, em torno da reta
0, = (A7 ‘Da);

¢
ii) pertence a pardbola P = (.#,9) com foco .7 distante - da

9h, . . N . .
reta b, e p= —~ da diretriz. Quanto a diretriz 9, ¢ a reta
2

paralela a reta a e distante ¢, = % desta.

Portanto, O = h, NP. A construgao com régua e compasso da intersegao
de uma reta com uma coénica pode ser vista em [2], por exemplo. No caso de
a conica ser uma pardbola, em [5] vemos uma construgdo mais simples e que
serd reproduzida aqui (ver a figura 4.170, na pagina 90), apds a construcdo do
triangulo.

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.169, na pagina 89):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H_, e construir o
A H,AD,, obtendo as retas h, e d,. Construir a reta h’;
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.. . hq \2
ii) construir os segmentos ¢, = \/m?— () e ¢, tal que
4h m
—2 = 2% ou seja, £, é a terceira proporcional dos seg-
m, 7, Ja, £y prop g

mentos 4h_ e m,.

iii) tracar a reta 0 e construir o foco .#. Construir o ponto
O (O = b NP) segundo as etapas da construcio auxiliar
mostrada na continuagao;

iv) construir o circulo I' = (O, OA) e obter os pontos B e C
(B=anT'eC=anl).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A AB’C’) solugdes.

A construgao dos pontos O e O (intersegoes da pardbola P com a reta f);)
pode ser efetuada da seguinte maneira (ver a figura 4.170, na pagina 90):

i) construir o ponto P, =02 N, e tragar a reta v = (F, P,);

ii) com um ponto P, € f)(: como centro, construir o circulo
¢ = (P,, P,P,) tangente a retad (P, €0 e P,P, 1 0);

iii) obter os pontos (P, e P,) de interse¢do da reta t com o
circulo ¢; tragar as retas s = (P,, P,) e t=(P,, P,);

iv) tragar as retas s’ (F € s’ es’ [|[s)et (F et et | t)e
obter os pontos O =¢' Nk e O =t Nh..

Para justificar a constru¢do do ponto O (analogamente, a do ponto O),
construa o ponto P, (P, € 0 e P,P, || OP,). Entao o circulo (O,0P,) é o
homotético do circulo ¢ pela homotetia de centro P, e O.% = OP,, ou seja,
0OeP.

Observagao: o ponto O’ é um dos pontos da intersegao da pardbola P
" . A . z
com a reta fj, e o tridngulo que seria construido com tal ponto como
circuncentro teria o segmento AD’ como bissetriz externa.

Segundo procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

Ver a construgao de Gilles Boutte em
<http://g.boutte.free/articles/021212.pdf> ou em
<http://wuw.escolademestres.com/qedtexte>.
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Exercicio 238) <h,,m,,d,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff = h, (4.97)
2(a® +¢*) — b* = 4m? (4.98)
ab’c )
- = 4.99
ac PEE d; (4.99)
a®+ ¢ —2accos f = b* (4.100)
sin®f = 1 — cos® 8 (4.101)
Com as equagoes (4.97) e (4.101), obtemos
h: & —h
COSQﬁ == g = T (4102)
Com as equagoes (4.98), (4.100) e (4.102), obtemos
(@®>+ ¢ =4m?)* —4(¢® = h’)a®> =0 (4.103)
Com as equagoes (4.98) e (4.99), obtemos
2(a®> +¢*) —4m?
1- —d’=0 4.104
[ g e (4.104)

Como < h_,m,,d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.103)-(4.104)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida, b.

Exercicio 239) <h,,m,,d,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

bsiny=h, (4.105)
2(a* + ¢*) — b* = 4m;? (4.106)
2ab cos 2
2 = 4.107
a+b ¢ ( )
a®+b* — 2abcosy = ¢ (4.108)
sin®y =1 — cos®y (4.109)
1
cos = ./y (4.110)
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Com as equagoes (4.107) e (4.110), obtemos
_ lla+b)d.J* —2(ab)?
cosy = S(ab)? (4.111)
Com as equagoes (4.105), (4.109) e (4.111), obtemos
[(a‘ + b)dp]z — 2(6Lb)2 100 _}2
{1 ( S )]b = I (4.112)
Com as equagoes (4.106), (4.108) e (4.111), obtemos
2 b)d > —2(ab)?
s 1y~ Alle L)~ 2Aab)?} = din? (4.113)

ab

Como < h_,m,,d > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.112)-(4.113)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e b e em seguida, c.

Exercicio 240) <h, ,m,e>
Método do problema jé resolvido

Como <h_,e, ,;d,> formam um datum, conhecemos <h_ ,m,_,d, > e ja sabe-

a? a’

mos como resolver este problema (ver o exercicio 235).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 241) <h,,m,,e>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff=h, (4.114)

2(0* 4 ¢*) — a® = 4m? (4.115)
2acsin§

it R 4.116

e, (1.116)

a®> + ¢ — 2accos B =1° (4.117)

sin® 8 =1 — cos® 8 (4.118)

v 1—cosp
sin & = ‘/T (4.119)

Com as equagoes (4.116) e (4.119), obtemos

2(ac)® — [(a = c)e,
2(ac)?

cos ff = (4.120)
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Com as equagoes (4.114), (4.118) e (4.120), obtemos

- (2(“0)2 ;(EL(Z); c)eb]Qﬂ =R (4.121)

Com as equagoes (4.115), (4.117) e (4.120), obtemos
2{2(ac)* — [(a — c)e,|*}

ac

a’® +4c® —

= 4m? (4.122)

Como <h_,m_,e,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.121)-(4.122)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida, b.

Exercicio 242) <h,,m,,e,>

b)) Ya

Método do problema ja resolvido

Como <h_,e,,d, > formam um datum, conhecemos <h,,m,,d, > e ja sabe-

a’Car

mos como resolver este problema (ver o exercicio 237).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 243) <h,,m,,e>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff=h, (4.123)

2(a® + %) = b* = 4m;? (4.124)
2acsin £

T S R 4.125

i, (4.125)

a®>+ ¢ —2accos f = 1* (4.126)

sin® 8 =1 — cos® B (4.127)

]_ —
sin £ = \/%SB (4.128)

Com as equagoes (4.125) e (4.128), obtemos
2(ac)® — [(a —c)e,]”

cos 8 = 3(ac)? (4.129)
Com as equagoes (4.123), (4.127) e (4.129), obtemos
[ (T )] = (120
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Com as equagoes (4.124), (4.126) e (4.129), obtemos

2(ac)* — [(a — c)e, ?

a®+ &+

= 4m? (4.131)

Como <h_,m,,e,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.130)—(4.131)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida, b.

Exercicio 244) <h,,m,,e>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

bsiny = h, (4.132)

2(a®>+¢*) = b* = 4m;? (4.133)
2absin %

AT 2 4.134

= . (1134)

a®+b* —2abcosy = ¢ (4.135)

sin®y =1 — cos®y (4.136)

. 1 —cosvy
sin 3 =4/ — (4.137)

Com as equagoes (4.134) e (4.137), obtemos
2(ab)® — [(a = b)e,J?

cosy = 3(ab)? (4.138)
Com as equagoes (4.132), (4.136) e (4.138), obtemos
2(ab)2 B [(CL - b)ec]2 ’ 2 _ 712
{1 - ( aby )]b = 2 (4.139)
Com as equagoes (4.133), (4.135) e (4.138), obtemos
2:2(ab)* —|(a — b)e_]|?
sa . 22 —la—bel} am? (4.140)

ab

Como <h_,m,, e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.139)—(4.140)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e b e em seguida, c.

Exercicio 245) <h,,m,,R>

Método da intersegao de dois lugares geométricos
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O problema estara resolvido se pudermos construir o ponto O eo A H, AM, .

Uma anédlise da figura 4.171 (ver a pagina 91) nos mostrard que o ponto O possui
duas propriedades:

i) pertence a mediatriz (reta m) do segmento BC;

ii) sua distancia ao ponto A vale R.
Daf a construcao que segue (ver a figura 4.171, na pdgina 91):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
NH, AM ;

i) construir a retam (M, emem L a);
iii) tracar o arco ¢ = (A, R) e obter o ponto O (O =mN¢);
iv) construir o circulo I' = (O, R) e obter os pontos B ¢ C

(B=anT'eC=anTl).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 (A ABC e A AB’C’) solugdes.

Exercicio 246) <h,,m,, R>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

ah, abc
(s= = A E) be = 2Rh, (4.141)
2(a® + ¢*) — b* =4m? (4.142)
2Rsina =a (4.143)
b> + ¢® — 2bccosa = a’ (4.144)
sin®a =1 — cos’ « (4.145)
Com a equagao (4.141), obtemos

2Rh

p— i (4.146)
c

Com as equagoes (4.142) e (4.146), obtemos

(ac)® = 2(m,c)* + 2(Rh,)* — c* (4.147)
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Com as equagoes (4.141), (4.144) e (4.146), obtemos
c* — (ac)’ + (2Rh,)?
cosa = IRh (4.148)
Com as equagoes (4.141), (4.144) e (4.146), obtemos
[1- (C4 —(ac)' + (2Rh“)2ﬂ (2Re)? — (ac)?> =0 (4.149)
ARh, & S '

Com as equagoes (4.147)—(4.149), obtemos
tt— (R +2m2)t° + (2h>m] + m;! — 2R*h2)t* +
+ [2(k> —m/})(Rh,)*]t + (Rh,)* =0 (4.150)
onde ¢ = /1.

Como < h,,m,, R>sao conhecidos, podemos resolver a equagao (4.150) com
um programa qualquer para obter t.

Se a equagdo (4.150) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe triangulo que satisfaz as condig¢oes do problema).

Aplicagdo numérica: sejam h, = 4v/3 cm, m, = % cme R= 7T\/§ cm.
Com estes valores, a equacdo (4.150) torna-se
225 41089
tt — 7?53 + TtQ + 24696t + 614656 = 0 (1)

Resolvendo (1) com algum programa, obtém-se (com seis algarismos deci-
mais exatos):
t, =64 = ¢, =8cm = a, =b5cm e b, =T7cm
t, = 60,080869581759 = ¢, = 7,7511850cm =
b, = 56 =7,2247017cm e a, =5,5242455cm

Cy

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois triangulos cujos
lados sdo <a,,b,,c,> e <a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 247) <h,,m_, >

Método da intersecao de dois lugares geométricos
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Como <h,,r,r,> formam um datum, podemos obter r,. Uma andlise da
figura 4.172 (ver a pagina 92) nos mostrard que o problema estard resolvido se

pudermos construir o A H, AM_ e os pontos D e O.

Pelo teorema 2.12 em [6], sabemos que o ponto D possui duas propriedades:

i) pertence & mediatriz (reta m) do segmento BC;

T T

ii) sua distancia ao ponto M, vale —5

Quanto ao ponto O, ele possui duas propriedades:

i) pertence & mediatriz (reta m) do segmento BC;

ii) pertence a mediatriz (reta s) do segmento AD.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.172, na pdgina 92):

. 1 . rh,
i) construir o raio r, (r, = 7—5-);
a

-Tr
3

Ta

ii) construir o comprimento ¢ tal que £ =

iii) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
ANH AM

iv) construir a retam (M, € me m L a);
v) tragar o arco ¢ = (M, ) e obter o ponto D (D =mnN ¢);
vi) construir a reta s e obter o ponto O (O = mN s);

)
vii) construir o circulo I' = (O, OA) e obter os pontos B e C
B=anT'eC=anTl).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 248) <h,,m,,r>

Método algébrico

Vamos mostrar que podemos construir o lado a. Para tal, considere a
figura 4.173 (ver a pégina 93), onde M, é a projecao do ponto M, na reta a.
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O ABM,M, pode ser construido pois {BM,M, = 90°, M, M, = — e
BM, = m,. Portanto, o comprimento

h2
BM, =0(=4/m2— =

- (4.151)

é conhecido.

Considerando-se o A CM, M, tem-se

- (4o i

Desenvolvendo e substituindo o valor de £2 dado por (4.151) em (4.152), resulta:
b = 4a® = 8la + 4m] (4.153)

Por resultados deduzidos anteriormente, podemos também escrever as equagoes
(4.154) e (4.155):

ah, = (a+b+c)r (4.154)
am? +b* = 2a® + 2¢° (4.155)
Substituindo o valor de ¢ = w dado por (4.154) em (4.155), vem:
[a(h, —7) — br]?
dm? 45 = 2a° + 22— (4.156)

Desenvolvendo o segundo membro de (4.156), substituindo o valor de b* dado

por (4.153) e isolando b, obtém-se:

a(h? — 2h,r + 4r*) — 40r°
2r(h, —T)

b= (4.157)

Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.157) em (4.153), desenvol-
vendo e simplificando, resulta:

r2h

a*(4r —h,)(2r +h,) — 240r°a = 4r® (27" _‘;L - 4mb2) (4.158)

e o lado a pode ser construido! Assim, conhecemos <a,h, ,m,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 144).

Para mostrar como construir a, vamos considerar 3 casos:

i) 4r <h,
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Ponha

2407
(h, —4r)(h, +2r)

u =

. ¢ h,r?
b (4mb T h, — 27“)
(h, —4r)(h, + 27)

v® =

e resolva a(a + u) = v%;

ii) 4r=h

a

A equagao (4.158) torna-se

h r?
4 2 a
o ™+ h, = 2r
B 6/
e a esta determinado;
iii) 4r > h,
Ponha
S 24072
&= (4r —h,)(h, + 2r)
h_r?
. ar (4m§ * h, — 27")
vt =

(4r —h,)(h, +27)

e resolva a(u — a) = v°.

Mostremos como construir os comprimentos do caso iii), deixando a cons-
trugao dos comprimentos dos outros casos para o leitor.
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A construcao de £ é elementar: é um dos catetos do tridngulo retangulo de

. h, .
hipotenusa m, e outro cateto . Para construir u faga

0 - 20-3r
e h, +2r
w o £, -Ar
4r — h,
E para construir v faga
r-h
éQ:ha_% by= /T,
€4 = (2mb)2+€§
l = V(4r —h)(h, +2r)
2r- L,
V=

5
Aplicagdo numérica: sejam h, =4cm, m, =5cm e r =15cm.

Com estes valores para os dados estamos no caso iii). Resolvendo a(u—a) =
v® obtemos a, = V7(27v3 +15)/14cm e a, = V/7(27V/3 — 15)/14cm e em
seguida os outros dois lados dos dois triangulos.

VT V7

b= T, (30V3+26)em ¢, = T (15V3 1) em
b, = g (30\/5 — 26) cm ¢, = g (15\/5 + 1) cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os triangulos cujos lados
sao <ay,b,,c;> e <ay,b,, c,> satisfazem todas as condig¢oes do problema.

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Observagao: esta resolucao foi reproduzida de [4] (problema 170), onde
podemos ver a seguinte andlise de determinacao:

h, >4r; m, >

, = 5h, entao uma solugao

1

2

1 = oluca
> 5h, entdo uma solugao

h,=4r; m,
2h - ~
2r<h,<4r; m,=r W “2 entao uma solugao
2h ~ ~
m, > < entao duas solucoes
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Exercicio 249) <h,,m,,r,>
Método do problema ja resolvido
Como <h_,r, ,r>formam um datum, conhecemos < h_,m_, > e ji sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 247).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 250) <h,,m, >
Método da intersecao de dois lugares geométricos

Como <h,,r,,r > formam um datum, podemos obter r,. Uma analise da
figura 4.174 (ver a pagina 94) nos mostrara que o problema estara resolvido se
pudermos construir o A H, AM_ e os pontos E e O.

Pelo teorema 2.13 (ver [6]), sabemos que o ponto E possui duas proprieda-
des:

i) pertence & mediatriz (reta m) do segmento BC;

.. P Tyt
ii) sua distancia ao ponto M, vale —

Quanto ao ponto O, ele possui duas propriedades:
i) pertence a mediatriz (reta m) do segmento BC;
ii) pertence & mediatriz (reta s) do segmento AFE.

Dai a construcao que segue (ver a figura 4.174, na pagina 94):

X h,r
i) construir o raio r, (r, = 5———);
. L —h,

A . . Tyt
ii) construir o comprimento ¢ tal que £ = —5—;

iii) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
NH AM

construir a retam (M, e mem L a);

tragar o arco ¢ = (M_,¢) e obter o ponto E (E =mnN ¢);
construir a reta s e obter o ponto O (O =mnNs);
construir o circulo I' = (O, OA) e obter os pontos B e C
B=anT'eC=anTl).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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67

AN

< =< >

D

Tridngulo dados <a, R, r >

Figura 4.147: Exercicio 215 — Segundo procedimento.
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¢4 =R CB=R-2r €9=+/RR-2r)

Figura 4.148: Construcdo de ¢ = \/R(R —2r) = €2.
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D/

Triangulo dados <a, R, 7>

Figura 4.149: Exercicio 215 — Terceiro procedimento.
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E
m r
A
) 0)
B C a
D
¢
It\ o
Triangulo dados <a, R, 7, >

Figura 4.150: Exercicio 216 — Segundo procedimento.
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S

It\ a

Triangulo dados <a, R, 7, >

Figura 4.151: Exercicio 216 — Terceiro procedimento.
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FIGURAS

D

Triangulo dados <a, R, r,>

Figura 4.152: Exercicio 217 — Segundo procedimento.
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M C
O/

Tridngulo dados <a, R, r,>

Figura 4.153: Exercicio 217 — Terceiro procedimento.




“trianguloscreenb” — 2015/9/5? — 12:04 — page 74 — #T78

74

FIGURAS

Triangulo dados <h_, h,,m >

Figura 4.154: Exercicio 223 — Primeiro procedimento.
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Triangulo dados <h_, h,,m, >

Figura 4.155: Exercicio 223 — Segundo procedimento.
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Triangulo dados <h_, h,,m, >

a? P

Figura 4.156: Exercicio 224 — Primeiro procedimento.




“trianguloscreenb” — 2015/9/5[) — 12:04 — page 77 — #81

FIGURAS r
A
Cl/
h,
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Triangulo dados <h_, h,,m_>

Figura 4.157: Exercicio 224 — Segundo procedimento.
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b// Dc
B H, C a P,
Triangulo dados <h_, h,,d_>

Figura 4.158: Exercicio 226 — Segundo procedimento.
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Triangulo dados <h_, h,,d, >

a?

Figura 4.159: Exercicio 226 — Terceiro procedimento.
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b,

Triangulo dados <h_,h,, e, >

Figura 4.160: Exercicio 228 — Segundo procedimento.
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a E. P4\

Triangulo dados <h_,h,,e >

Figura 4.161: Exercicio 228 — Terceiro procedimento.
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FIGURAS

a M, o M, M, M, C c’

a

Triangulo dados <h,,m,_ ,m,>

Figura 4.162: Exercicio 233 — Primeiro procedimento.
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B B’ M,  H, C a C’

Triangulo dados <h,,m,_ ,m,>

Figura 4.163: Exercicio 233 — Segundo procedimento.
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FIGURAS

Triangulo dados <h,_ ,m_ ,m,>

Figura 4.164: Exercicio 233 — Terceiro procedimento.
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Triangulo dados <h , m,,m >

Figura 4.165: Exercicio 234 — Primeiro procedimento.

85
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FIGURAS

Triangulo dados <h_,m,,m_>

A/

Figura 4.166: Exercicio 234 — Segundro procedimento.
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ﬂ

Triangulo dados <h_ ,m,,d, >

Figura 4.167: Exercicio 235 — Primeiro procedimento.
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FIGURAS

Triangulo dados <h, ,m,,d, >

Figura 4.168: Exercicio 235 — Segundo procedimento.
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89

Triangulo dados <h_,m,,d_ >

Figura 4.169: Exercicio 237 — Primeiro procedimento.
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FIGURAS

Figura 4.170: Interse¢do de uma parabola com uma reta.




“trianguloscreenb” — 2015/9/?? — 12:04 — page 91 — #95

FIGURAS

91

Triangulo dados <h_ ,m_, R>

Figura 4.171: Exercicio 245.
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FIGURAS

D

Triangulo dados <h_ ,m,,r>

Figura 4.172: Exercicio 247.
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—

M,

X H

a

Triangulo dados < h_, m,,r>

Figura 4.173: Exercicio 248.
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H, B M a / C

Triangulo dados <h_,m_,r,>

Figura 4.174: Exercicio 250.




