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CAPITULO 3

EXERCICIOS

O enunciado de todos os exercicios comega por: construir um tridngulo
A ABC sendo dados ...

Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

1) A
2) A
3) A
4) A
5) A
6) A
A
8) A
9) A

10) A

11) A

12) A

13) A

14) A

15) A

<a7 /87
<a7 /87

<a7 /67

<a7 /67 ha.>

<a7/87

<O[, 63 mu>

<a, f, m.>

<a, B,
<a, B,
<a, B,
<a, B,
<a, B,
<a, B,
<a, B,

<a7 /87

v>
a>

c>

h,>

d,>
d, >
e,>
e.>
R>
r>

r,>

r,>

(alpha,beta,gamma).

(alpha,beta,a).
(alpha,beta,c).

(alpha,beta,h_a).
(alpha,beta,h_c).
(alpha,beta,m_a).
(alpha,beta,m_c).
(alpha,beta,d_a).
(alpha,beta,d_c).
(alpha,beta,e_a).
(alpha,beta,e_c).

(alpha,beta,R).
(alpha,beta,r).

(alpha,beta,r_a).
(alpha,beta,r_c).

1
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio
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17) A
18) A
19) A
20) A
21) A
22) A
23) A
24) A
25) A
26) A
27) A
28) A
29)

30) A
31)

32) A
33) A
34)

35) A
36)

37) A
38) A
39) A
40) A
41) A
42) A
43) A

<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,

<a,

a, T‘b>

44) A <a, b, r,>
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(alpha,a,b).

(alpha,b,c).

(alpha,a,h_a).
(alpha,a,h_b).
(alpha,b,h_a).
(alpha,b,h_b).
(alpha,b,h_c).
(alpha,a,m_a).
(alpha,a,m_b).
(alpha,b,m_a).
(alpha,b,m_b).
(alpha,b,m_c).
(alpha,a,d_a).
(alpha,a,d_b).
(alpha,b,d_a).
(alpha,b,d_b).
(alpha,b,d_c).
(alpha,a,e_a).
(alpha,a,e_b).
(alpha,b,e_a).
(alpha,b,e_b).
(alpha,b,e_c).
(alpha,a,R).

(alpha,b,R).

(alpha,a,r).

(alpha,b,r).

(alpha,a,r_a).
(alpha,a,r_b).

(alpha,b,r_a).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

74) A
75) A
76)
77)
78)
79)
80) A
81)
82)
83)
84)
85) A
86) A
87) A
88)
89) A
90) A
91)
92)
93)
94)
95)
96) A
97)
98)
99) A

100)

101) A

102)

<a, m,, m,>
<a,m,, d, >
<a,m,,d,>
<a,m,, d, >

<a,m,, d,>

<a,m,, d,>

e >

a’ Ya

e >

a)

e >

b? a

b? eb>

b? €c>

<a,m,, R>

<a,m,, R>

<a,m,,r>
<a, my, >
<a,m_, T, >
<a,m,, r,>
<a,m,, T,>
<a, m,, T,>
<a, my, >
<a,d,, d,>
<a,d,, d>
<a,d,,e,>

<a,d,, e>
<a,d,, e>
<o, d,, e,>
<a,d,, e>

<a,d,, R>
<a,d,, R>
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(alpha,m_b,m_c).
(alpha,m_a,d_a).
(alpha,m_a,d_b).
(alpha,m_b,d_a).
(alpha,m_b,d_b).
(alpha,m_b,d_c).
(alpha,m_a,e_a).
(alpha,m_a,e_b).
(alpha,m_b,e_a).
(alpha,m_b,e_b).
(alpha,m_b,e_c).
(alpha,m_a,R).

(alpha,m_b,R).

(alpha,m_a,r).

(alpha,m_b,r).

(alpha,m_a,r_a).
(alpha,m_a,r_b).
(alpha,m_b,r_a).
(alpha,m_b,r_b).
(alpha,m_b,r_c).
(alpha,d_a,d_b).
(alpha,d_b,d_c).
(alpha,d_a,e_a).
(alpha,d_a,e_b).
(alpha,d_b,e_a).
(alpha,d_b,e_b).
(alpha,d_b,e_c).
(alpha,d_a,R).

(alpha,d_b,R).




“trianguloscreen6” — 2015/9/|1O — 15:45 — page 5 — #8

Exercicio 103) A <a,d,, r> (alpha,d_a,r).
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Exercicio 105) A <a,d,, r,> (alpha,d_a,r_a).
Exercicio 106) A <a, d,, r,>  (alpha,d_a,r_b).
Exercicio 107) <a,d,,r,> (alpha,d_b,r_a).
Exercicio 108) A <a, d,, r,> (alpha,d_b,r_b).
Exercicio 109) <a,d,, r > (alpha,d_b,r_c).
Exercicio 110)  <a, e, e,> (alpha,e_a,e_b).
Exercicio 111) <a,e

e.> (alpha,e_b,e_c).

Exercicio 112) A <a, e, , R> (alpha,e_a,R).

a)

Exercicio 113) <a,e¢,, R> (alpha,e_b,R).

b

Exercicio 114) A <aye_ , r> (alpha,e_a,r).
Exercicio 115) <a, e, r> (alpha,e_b,r).
Exercicio 116) A <ase,, r, > (alpha,e_a,r_a).
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Exercicio 131) A <a, b, m_ > (a,b,m_a).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
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Exercicio
Exercicio
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Exercicio
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
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132) A
133)
134) A
135)
136) A
137) A
138)
139)
140)
141) A
142) A
143) A
144) A
145) A
146) A
147) A
148) A
149)
150)
151) A
152) A
153) A
154)
155)
156) A
157) A
158) A
159) A
160) A

<a, b, m_>
<a, b, d, >
<a, b, d>
<a, b, e, >
<a, b, e >
<a, b, R>
<a, b, r>
<a, b, r, >
<a, b, r. >
<a, h_ , h,>
<a, h,, h >
<a, h,, m,>
<a, h,,m,>
<a,h,, m,>
<a, h,, m,>
<a, h,, m_>
<a, h_ ,d,>
<a, h,,d,>
<a, h,,d,>
<a, h,, d,>
<a, h,, d.>
<a, h,,e,>
<a, h,,e>
<a, h,, e >
<a, h,,e>
<a, h,, e>
<a, h, , R>
<a, h,, R>

<a, h,, r>
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(a,b,m_c).
(a,b,d_a).
(a,b,d_c).
(a,b,e_a).
(a,b,e_c).
(a,b,R).
(a,b,r).
(a,b,r_a).
(a,b,r_c).
(a,h_a,h_b).
(a,h_b,h_c).
(a,h_a,m_a).
(a,h_a,m_b).
(a,h_b,m_a).
(a,h_b,m_b).
(a,h_b,m_c).
(a,h_a,d_a).
(a,h_a,d_b).
(a,h_b,d_a).
(a,h_b,d_b).
(a,h_b,d_c).
(a,h_a,e_a).
(a,h_a,e_b).
(a,h_b,e_a).
(a,h_b,e_b).
(a,h_b,e_c).
(a,h_a,R).
(a,h_b,R).

(a,h_a,r).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

161) A
162) A
163) A
164) A
165) A
166) A
167) A
168) A
169) A
170)
171)
172)
173)
174) A
175)
176)
177)
178)
179) A
180) A
181)
182)
183)
184)
185)
186)
187)
188)
189)

<a, h,, >
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>

<a, h,, r.,>

by Te

<a,m_, m,>

a’ b
<a, m,, m,>
<a,m_,d >

a? a

<a, m,, d,>
<a,m,,d >
<a, m,, d,>

<a, m,,d,>

<a,m,, e,>
<a,m,, €,>
<a,m,,e,>
<a,m,, €,>
<a,m,, e.>

b c
<a,m,, R>

<a, m,, R>

<a, m,, r>
<a, m,,r>
<a, m,,r,>
<a, m,, r,>
<a,m,, T, >

b? "a

<a,m,, T,>

7T>

b c
<a,d,, d,>

<a,d,, d,>

(a,h_b,r).

(a,h_a,r_a).
(a,h_a,r_b).
(a,h_b,r_a).
(a,h_b,r_b).
(a,h_b,r_c).
(a,m_a,m_b).
(a,m_b,m_c).
(a,m_a,d_a).
(a,m_a,d_b).
(a,m_b,d_a).
(a,m_b,d_b).
(a,m_b,d_c).
(a,m_a,e_a).
(a,m_a,e_b).
(a,m_b,e_a).
(a,m_b,e_b).
(a,m_b,e_c).
(a,m_a,R).

(a,m_b,R).

(a,m_a,r).

(a,m_b,r).

(a,m_a,r_a).
(a,m_a,r_b).
(a,m_b,r_a).
(a,m_b,r_b).
(a,m_b,r_c).
(a,d_a,d_b).

(a,d_b,d_c).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

190) A
191)
192)
193) A
194)
195) A
196)
197)
198)
199)
200)
201)
202)
203)
204)
205)
206) A
207)
208)
209)
210)
211)
212)
213)
214)
215) A
216) A
217) A
218) A

<a,d,,e,>
<a,d,,e>
<a,d,,e,>
<a, d,, e,>
<a,d,,e>
<a,d, , R>
<a,d,, R>
<a,d,,r>
<a,d,,r>
<a,d_ ,r, >
<a,d,,r>
<a,d,,r,>
<a,d,,r,>
<a,d,, r,>

e >

<a, e b

)

e >

b? e

<a, e
<a,e , R>
<a,e,, B>

<a,e,,T>

)

<a, e, r>

b
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(a,d_a,e_a).
(a,d_a,e_b).
(a,d_b,e_a).
(a,d_b,e_b).
(a,d_b,e_c).
(a,d_a,R).
(a,d_b,R).
(a,d_a,r).
(a,d_b,r).
(a,d_a,r_a).
(a,d_a,r_b).
(a,d_b,r_a).
(a,d_b,r_b).
(a,d_b,r_c).
(a,e_a,e_b).
(a,e_b,e_c).
(a,e_a,R).
(a,e_b,R).
(a,e_a,r).
(a,e_b,r).
(a,e_a,r_a).
(a,e_a,r_b).
(a,e_b,r_a).
(a,e_b,r_b).
(a,e_b,r_c).
(a,R,1).
(a,R,r_a).
(a,R,r_b).

(a,r,r_a).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

219) A
220) A
221) A
222) A
223) A
224) A
225)
226) A
227)
228) A
229)
230) A
231) A
232) A
233) A
234) A
235) A
236)
237) A
238)
239)
240) A
241)
242) A
243)
244)
245) A
246)
247) A

a? b
<a,r,r.>
<h,, h,, h,>
<ha’ hb’ ma>
<h,, h,, m>
<h’a7 h’b7 da>
<h,, h,,d,>
<h,, h,,e,>
<h,, h,,e>
<h, h,, R>
<h,, h,,r>
<h_ , h,,r,>
<h’a7 h’b7 rc>
<ha’ ma,’ mb>
<h,_,
<h,_,
<h,,
<h,,
<h,_,
<h,,
<h,,
<h,_,
<h,_,
<h,,
<h,_,
<h,_,
<h’a7

mb’ mc>
m,, d, >
m,, d,>
mb’ da>
mb’ db>
mb’ dc>

e >

a’? Ya

m

e >

my b

a)

e >

b? Ya

m

e >

my, e,

e >

b? c

m
m,, R>
m,, >

<h,,m,, 1>

(a,r,r_b).
(a,r_a,r_b).
(a,r_b,r_c).
(h_a,h_b,h_c).
(h_a,h_b,m_a).
(h_a,h_b,m_c).
(h_a,h_b,d_a).
(h_a,h_b,d_c).
(h_a,h_b,e_a).
(h_a,h_b,e_c).
(h_a,h_b,R).
(h_a,h_b,r).
(h_a,h_b,r_a).
(h_a,h_b,r_c).
(h_a,m_a,m_b).
(h_a,m_b,m_c).
(h_,a,m_a,d_a).
(h_a,m_a,d_b).
(h_a,m_b,d_a).
(h_a,m_b,d_b).
(h_a,m_b,d_c).
(h_a,m_a,e_a).
(h_a,m_a,e_b).
(h_a,m_b,e_a).
(h_a,m_b,e_b).
(h_a,m_b,e_c).
(h_a,m_a,R).
(h_a,m_b,R).

(h_a,m_a,r).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

248) A
249) A
250) A
251) A
252) A
253) A
254)
255)
256) A
257)
258)
259)
260)
261) A
262)
263) A
264)
265) A
266) A
267)
268)
269)
270)
271)
272) A
273)
274) A
275)
276) A

<h,,m,, r>
<ha.7 ma.7 /ra.>
<h_,,m

a’ 'b

<ha’ m/b’ T,>

a
<h,,m,, r>
<h,,m,,r>
<h’a7 da’ db>
<h,, d, d>
<h,,d, e, >
<h,,d.; e>
<h,.d, e>
<h,, d,;e>
<h’a,7 db’ ec>
<h,,d,, R>
<h,,d,, R>
<h,,d ,r>

<h,,d,, r>

<h,, d, r,>
<h,, d, r>
<h’a,7 db’ 7‘a,>
<h’a7 db’ 7‘b>
<h’a’ db’ Tc>
<h,, e,e>
<h’a,7 eb’ ec>

<h e, R>
<h, e, R>
<h,,e,,r>

<h,, e, r>

<h, e, r,>

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(h_a,m_b,r).
(h_a,m_a,r_a).
(h_,a,m_a,r_b).
(h_a,m_b,r_a):
(h_a,m_b,r_b).
(h_,a,m_b,r_c).
(h_a,d_a,d_b).
(h.a,d_b,d_c).
(h_a,d_a,e_a).
(h_a,d_a,e_b).
(h_a,d_b,e_a).
(h_a,d_b,e_b).
(h_a,d_b,e_c).
(h_a,d_a,R).
(h_a,d_b,R).
(h_a,d_a,r).
(h_a,d_b,r).
(h_a,d_a,r_a).
(h_a,d_a,r_b).
(h_a,d_b,r_a).
(h_a,d_b,r_b).
(h_a,d_b,r_c).
(h_a,e_a,e_b).
(h_a,e_b,e_c).
(h_a,e_a,R).
(h_a,e_b,R).
(h_a,e_a,r).
(h_a,e_b,r).

(h_a,e_a,r_a).
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Exercicio 277) A <h_,e ,r,> (h_a,e_a,r_b).
Exercicio 278) <h_,e,,r,> (h_a,e_b,r_a).
Exercicio 279) <h_,e,,r,> (h.a,e_b,r_b).
Exercicio 280) <h_,e,,r.,> (h_.a,e_b,r_c):
Exercicio 281) A <h_, R, r> (h_a,R,1).
Exercicio 282) A <h_, R, r,> (h_a,R,r_a).
Exercicio 283) A <h,, R, r,> (h_a,R,r_.b).
Exercicio 284) A <h_, r, r > (h_a,r,r_a).
Exercicio 285) A <h,, r, r,> (h_a,r,r_b).
Exercicio 286) A <h_,r,,r,> (h_a,r_a,r_b).
Exercicio 287) A <h_,r,,r.> (h_a,r_b,r_c).
Exercicio 288) A <m,, m,, m,> (n_a,m_b,m_c).
Exercicio 289) <m_,m,,d > (m_a,m_b,d_a).
Exercicio 290) = <m_, m,, d,> (m_a,m_b,d_c).
Exercicio 291) = <m,, m,,e,> (m_a,m_b,e_a).
Exercicio 292) <m_,m,,e.> (m_a,m_b,e_c).
Exercicio 293) — <m_, m,, R> (m_.a,m_b,R).
Exercicio 294) <m_, m,, r> (m_a,m_b,r).
Exercicio 295) <m_, m,,r,> (m_a,m_b,r_a).
Exercicio 296) ~ <m_, m,, r.> (m_a,m_b,r_c).
Exercicio 297)  <m,,d,, d,> (m_a,d_a,d_b).
Exercicio 298) <m,,d,;d,> (m_a,d.b,d_c).
Exercicio 299) A <m_,d, ,e,> (m_a,d_a,e_a).
Exercicio 300) <m_,d,, e,> (m_.a,d_a,e_b).
Exercicio 301) <m_,d,,e,> (m_a,d_b,e_a).
Exercicio 302) A <m_,d,,e,> (m_a,d_b,e_b).
Exercicio 303) <m_,d,,e.> (m_a,d_b,e_c).
Exercicio 304) A <m_,d,, R> (m_a,d_a,R).
Exercicio 305) <m_,,d,, R> (m_a,d_b,R).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

306)
307)
308)
309)
310)
311)
312)
313)
314)
315) A
316)
317)
318)
319)
320)
321)
322)
323)
324)
325)
326)
327) A
328) A
329) A
330) A
331)
332)
333)
334)

<m ,d

a? Yar

r>
<m,,d,, r>
<m,,d,,r,>
<mu7da7 b

<mu7 db’ Tu>

<ma7 db’ /rl)>

<m,,d,, r,>

<m., e, e?>
<m,, €, e.>
<m,, e ., R>
<m,, e, R>
<m,, e, r>
<m_,e,r>
<mu7 ea’ ra>
<mu7 ea7 rb>
<M, e, r,>
<m_, e, >
<mu7 eb’ 'I"C>
<m,, R,r>

<m,, R,r >
<m,, R, 7>
<m,, T, T,>

<Mm,, T, T,>

<m,,r,, >
<mu7 Tb’ Tc>
<d,, d,,d>
<d, d,, e>

<du7 db’ ec>

<d,, d,, R>

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(m_a,d_a,r).
(m_a,d_b,r).
(m_a,d_a,r_a).
(m_a,d_a,r_b).
(m_a,d_b,r_a).
(m_a,d_b,r_b).
(m_a,d_b,r_c).
(m_a,e_a,e_b).
(m_a,e_b,e_c).
(m_a,e_a,R).
(m_a,e_b,R).
(m_a,e_a,r).
(m_a,e_b,r).
(m_a,e_a,r_a).
(m_a,e_a,r_b).
(m_a,e_b,r_a).
(m_a,e_b,r_b).
(m_a,e_b,r_c).
(m_a,R,r).
(m_a,R,r_a).
(m_a,R,r_b).
(m_a,r,r_a).
(m_a,r,r_b).
(m_a,r_a,r_b).
(m_a,r_b,r_c).
(d_a,d_b,d_c).
(d_a,d_b,e_a).
(d_a,d_b,e_c).
(d_a,d_b,R).
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Exercicio 335) <d_, d,,r> (d_a,d_b,r).

Exercicio 336) <d_,d,,r,> (d_a,d_b,r_a).
Exercicio 337) <d_ , d,,r.> (d_a,d_b,r_c).
Exercicio 338) <d_, e

a’ “a)

e > (d_a,e_a,e_b).
Exercicio 339) <d_,e,,e> (d_a,e_b,e_c).
Exercicio 340) A <d_,e,, R> (d_a,e_a,R).

Exercicio 341) <d_,e,, R> (d.a,e_b,R).

Exercicio 342) A <d_, e, r> (d_a,e_a,r).
Exercicio 343) <d_, e
Exercicio 344) A <d_, e

Exercicio 345) A <d_, e

> (d_a,e_b,r).

r> (d_a,e_a,r_a).
r > (d_a,e_a,r_b).
Exercicio 346) <d_ ,e,,r,> (d_a,e_b,r_a).

Exercicio 347) <d_, e,, >

a b

(d_a,e_b,r_b).
Exercicio 348)  <d_ , e,,r.> (d_a,e_b,r_c).
Exercicio 349) <d , R, r> (d_a,R,1).
Exercicio 350) <d_, R,r> (d_a,R,r_a).
Exercicio 351)  <d_, R,r,> (d_a,R,r_b).
Exercicio 352) A <d_, r, r,> (d_a,r,r_a).
Exercicio 353) <d_ ,r, 1> (d_a,r,r_b).

Exercicio 354) ~ <d_,r ,r,> (d_a,r_a,r_b).

a’ ' b

Exercicio 355) A <d_, r,,r,> (d_a,r_b,r_c).

Exercicio 356) <e,, e,,e> (e_a,e_b,e_c).
Exercicio 357) <e_, e,, R> (e_a,e_b,R).
Exercicio 358) <e_,e,, r> (e_a,e_b,r).
Exercicio 359) <e,,e,,7,> (e_a,e_b,r_a).
Exercicio 360) <e,,e,,r.,> (e_a,e_b,r_c).
Exercicio 361) <e_, R, r> (e_a,R,r).

Exercicio 362) <e_ , R, r,> (e_a,R,r_a).

Exercicio 363) <e,, R, r,> (e_a,R,r_b).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(e_a,r,r_a).
(e_a,r,r_b).
(e_a,r_a,r_b).
(e_a,r_b,r_c).
(R,r,r_a).
(R,r_a,r_b).
(r,r_a,r_b).

(r_a,r_b,r_c).
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cAPITULO 4

CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 251) <h,,m,,r,>

b)) a

Método do problema ja resolvido

Como <h,,r, ,r>formam um datum, conhecemos <h_,m,, > e j& sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 248).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 252) <h,,m,,T,>
Método algébrico

Vamos mostrar que podemos construir o lado a. Para tal, considere a

figura 4.171 (ver a pagina 49), onde M, é a projegdo do ponto M, na reta a.
h
O ABM,M, pode ser construido pois {BM, M, = 90°, MM, = - e

2
BM, = m,. Portanto, o comprimento

BM, =0(=4/m? - = (4.1)
é conhecido.

15
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16 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Considerando-se o0 A CM, M, tem-se
b2 h, \2 )
Z) = (2= — 4.2
(2) (2)+(a 2 (42)
Desenvolvendo e substituindo o valor de ¢*-dado por (4.1) em (4.2), resulta:
b* = 4a® — 8la + 4m? (4.3)
Por resultados deduzidos anteriormente, podemos também escrever as equagoes
(4.4) e (4.5):
ah, = (=b+a+c)r, (4.4)
dm? +b* = 2a® + 2¢? (4.5)

a(h,—r, )+br

Substituindo o valor de ¢ =  dado por (4.4) em (4.5), vem:

"

[a(ha — Tb) + brb]Q

2
Irl)

dm? +b* =2a* 42 (4.6)

Desenvolvendo o segundo membro de (4.6), substituindo o valor de b* dado por
(4.3) e isolando b, obtém-se:
b a(h? —2h, 1y +4r7) — 40r?
~ 2rb (Tb - ha)

(4.7)

Finalmente, substituindo o valor de b dado por (4.7) em (4.3), desenvolvendo
e simplificando, resulta:
h. r?
a*(4r, — h,)(h, + 2r,) — 240ra = 47 (7 - 4m;) (4.8)
2r, —h,
e o lado a pode ser construido! Assim, conhecemos <a, h,,m,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 144).

Para mostrar como construir a, vamos considerar 3 casos:

3 2 h’arb2
1) 4mb < ﬂ

Ponha
24/0r?
w =
(4r, — h,)(h, +27,)
h r?
4 2( a’b —4 2)
2 " 27.1; — ha K
2 =

e resolva a(a — u) = v%;
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h_ r?
i) 4m? =
2r, —h,

A equagao (4.8) torna-se

B 2407}
(4rb - ha)(ha + 2rb)

e a estd determinado;

2

r
) Am? S oy
ili) 4m; 72% sy
Ponha
240r?
u =
(4r, — h)(h, + 2r,)
h r?
| (e - )
0? =

(4rb - ha)(ha + 2rb)
e resolva a(u — a) = v2.
Mostremos como construir os comprimentos do caso iii), deixando a cons-

trugao dos comprimentos dos outros casos para o leitor.
A construgao de ¢ é elementar: é um dos catetos do tridngulo retangulo de

. ha .
hipotenusa m, e outro cateto - - Para construir, u faca

0 20 - 3r,
Y h, +2r,
oot e, -4r,
dr, — h,
E para construir v, faga
h -r
g — a b
2 2r,—h,
b, = /1, -4

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Observagao: esta resolucao foi reproduzida de [1] (problema 172), onde
podemos ver a seguinte analise de determinagao:

T, entao uma solugao

E
\Y
N

2r, —h,

[ h
T, ﬁ entao uma solugao

>
VAN
Q_ﬁ
E
I
(SIS

r entao uma solucao

N[

*\ 2r, - h,
Exercicio 253) <h,,m,,r.>
Método do problema ja resolvido
Como <h,,r, ,r,> formam um datum, conhecemos <h_ ,m,,r,> e ja sabe-

mos como resolver este problema (ver o exercicio 252).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 254) <h,,d, d,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinf=h, = (1—cos’B)c® =h? (4.9)
2 _p2 2
a®*+ ¢ —2accosf=b" = cosf = % (4.10)
a*be
be— —— =d* 4.11
C (b+ 0)2 a ( )
ab’c )
- = 4.12
w- = (412)
Com as equagoes (4.9) e (4.10), obtemos
a®—=b+ctv, o,
- () e =n (4.13)

Como <h,,d, ,d,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.11)-(4.13)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 255) <h,,d,,d>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a® — b4\
Y Gl iy P s
[ 2ac ¢ ¢ ( )
- (e Joe=a (.15)
P ac = d, .
(1= (== )} b=d (4.16)
> ab = .
a+b 7
Como <h,,d,,d > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.14)-(4.16)

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 256) <h,,d, e,>

al?a

Datum

Como <h,_,d ,e, > formam um datum (ver o exercicio 59), o problema é

a?“a

impossivel ou indeterminado.

Exercicio 257) <h,,d,  e>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff=h, (4.17)
a*be
2acsin £
ﬁ =€, (419)
a® + ¢ — 2accos B = b? (4.20)
sin® 8 =1 — cos® 8 (4.21)

1—
sin & = \/%SB (4.22)
Com a equagao (4.18), obtemos

- \/W (4.23)
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Com as equagoes (4.19) e (4.22), obtemos
2(ac)* — [(a —c)e,]”

s B = 4.24
cos 3 3ac) (4.24)
Com as equagoes (4.17), (4.21) e (4.24), obtemos
2(&(3)2 B [(CL B c)eb]2 > 2 _ 712
{1 B ( 2(ac)? ) }c =h (4.25)
Com as equagoes (4.20) e (4.24), obtemos
a?— b2+ — Z(CLC) — [(a — C)eb] =0 (426)

ac

Como <h,_,d,,e,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.23) e (4.25)—
(4.26) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 258) <h, d,,e>

b)) “a

Método do problema ja resolvido

Como <h,,e,,d, > formam um datum, conhecemos <h_,d,,d,> e ja sabe-

a?l? “a?

mos como resolver este problema (ver o exercicio 254).
Exercicio 259) <h,d,,e>
Método do problema ja resolvido

Como <d,, e,, h,> formam um datum, conhecemos < h,, h,, d,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 225).

Exercicio 260) <h,,d,, e>

a? b))

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

bsiny = h, (4.27)

ab’c )
_ = 4.28
ac (a+c)? g (4.28)

2absin 2

S J— 4.29
o (4.29)
a®>+b* — 2abcosy = ¢ (4.30)
sin®y =1 — cos®y (4.31)

. 1 —cosvy
sin g =4/ — (4.32)
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Com as equagoes (4.29) e (4.32), obtemos

2(ab)* — [(a = b)e, ]?
2(ab)?

cosy =

Com as equagoes (4.27), (4.31) e (4.33), obtemos

a

- (e -

Com as equagoes (4.30) e (4.33), obtemos

o s 2(ab)* = [(a —b)e ]
€= \/a ST ab

21

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Como <h,,d,, e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.28) e (4.34)—

b) Ve

(4.35) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 261) <h,,d, ,R>

Método da intersecao de dois lugares geométricos

O problema estard resolvido se pudermos construir o ponto O eo A H AD, .
Com auxilio do teorema 2.14 em [2] e a figura 4.172 (ver a pégina 50),

constatamos que o ponto O possui duas propriedades:

i) sua distancia ao ponto A vale R;

ii) pertence a reta b, reflexdo da reta h, = (A, H,) em torno

da retad, = (A, D,).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.172, na pdgina 50):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H_, e construir o
A H AD_ , obtendo as retas b, e 9 ;

ii) construir a reta b, reflexao da reta b, em torno da reta d,;

iii) tracar o arco ¢ = (A, R) e obter o ponto O (O = b N ¢);

iv) tragar o circulo ' = (O,0A) e obter os pontos B e C
(B=anT' eC=anTl).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 262) <h,,d,,R>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

ah, abc

(S = e = E) be = 2Rh, (4.36)
csinf=h, (4.37)

ab’c

_ = d? 4.

ac at o d; (4.38)
a® 4+ ¢ —2accos = b (4.39)
sin® f =1 —cos® 8 (4.40)

Com a equagao (4.36), obtemos

b= 28, (4.41)

c

Com as equagoes (4.38) e (4.41), obtemos
clac—d’)(a+c¢)* — (2Rh,)*a =0 (4.42)

Com as equagdes (4.39) e (4.41), obtemos

_c*+(ac)® — (2Rh,)*
cosff = 9007 (4.43)
Com as equagoes (4.37), (4.40) e (4.43), obtemos
c' + (CLC)2 - (2Rha)2 2 2 7,2

[1 B ( 2ac? ) }C =h (4.44)

Como <h_,d,, R> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.42) e (4.44)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 263) <h,,d ,r>
Primeiro procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

O problema estara resolvido se pudermos construir o A H, AD, e os pontos
I,Y e Z. Uma analise da figura 4.173 (ver a pagina 51) nos mostrard que o
ponto I possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale r;
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ii) pertence a reta d, = (A, D,).
Quanto aos pontos Y e Z, eles possuem duas propriedades:

i) pertencem ao circulo inscrito 7,;

ii) um observador colocado em Y ou Z enxerga o segmento
AT segundo um angulo reto (Y e Z pertencem ao arco
capaz— ¢—do angulo reto sobre o segmento AT).

Dai a construgdo que segue (ver a figura 4.173, na pagina 51):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
ANH,AD,, obtendo as retas b, e 0_;

ii) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r desta e obter
oponto I (I =20, Nd);

iii) tragar o circulo inscrito v, = (I,7);

iv) tragar o circulo ¢ de diametro AT e obter os pontos Y e Z
Y =vNdeZ=rnN09),

v) tragar as retas b = (A,Y) e ¢ = (A, Z) e obter os pontos
BeC(B=anceC=anb).

Segundo procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

O problema estara resolvido se pudermos construir o A H, AD, e os pontos
I e I,. Uma andlise da figura 4.174 (ver a pagina 52) nos mostrard que o
ponto I possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale 7;
ii) pertence & bissetriz interna que parte do vértice A (reta
0).
Quanto ao ponto I, ele possui duas propriedades:

rh

a

i) sua distancia a reta a vale r, = 7—5-;

ii) pertence a reta 0,.
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Daf a construcao que segue (ver a figura 4.174, na pagina 52):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H, e construir o
A H,AD_, obtendo as retas h, e 0_;

ii) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando r desta e obter
oponto I (I =0 Na);

ili) tragar a reta a’’ paralela a reta a e distando r, desta e obter
oponto I, (I, =0d Na");

iv) tragar o circulo (¢) de diametro I e obter os pontos B e
CB=an¢geC=ang).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 264) <h,,d,,r>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a*+ ¢ —2accosf = b* (4.45)
ab’c )
- = 4.46
ac L d; (4.46)
csinf =h, (4.47)
sin®* 8 = 1 — cos® B (4.48)
Com as equagoes (4.45) e (4.46), obtemos

[(a+ c)d,]* — 2(ac)?
53 = 4.49
cos 3 2(ac) (4.49)

Com as equagoes (4.47), (4.48) e (4.49), obtemos
2_9 2.2
|:1 _ ([(a’ + C)db] (CLC) ) :|C2 — h2 (450)
2(ac)? “
Escrevemos agora o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2Rh, = bc _ah,

SRsne—a — be = . (4.51)
— o 2 1
tan%zw/l i ! = b+c=a+2r1/m (4.52)
14+cosae b+c—a 1 —cosa
b* 4+ ¢ — 2bccosa = a® (4.53)
(b+¢)* —2bc(1l 4 cos ) = a? (4.54)
sin o

tan § = (4.55)

" 1+4cosa
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Com as equagoes (4.51)—(4.52) e (4.54)—(4.55), obtemos
h, —2r)a]” — 4r*
cosa = [(~, T)a}g ! (4.56)
[(h, = 2r)a]” + 47
Com as equagoes (4.46), (4.51) e (4.53), obtemos
2 2 35 V3. cosa ,
(ac —d)(a+c)* +ac® —a’c=2h, ol ¢ (4.57)

Como sin® @ = 1 — cos® & e com as equagdes (4.56) e (4.57), obtemos

Ly( [(h, — 27")@]2 — 4r*

[(ac— d*)(a+c)* +ac® —a’c]” = (27“2 o )Q(aC)2 (4.58)

Como <h_,d,,r> sado conhecidos, podemos resolver o sistema (4.50) e (4.58)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida b.

Exercicio 265) <h,,d,,r,>

a’?’ a

Método do problema jé resolvido

Como < h,,r,,r>formam um datum, conhecemos <h_,d, ,r> e j4 sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 263).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 266) <h,,d,, r,>

a’?’b

Primeiro procedimento — Método da intersecao de dois lugares geométricos

O problema estara resolvido se pudermos construir o A H, AD, e os pontos
I,,Y, e Z,. Uma andlise da figura 4.175 (ver a pagina 53) nos mostrard que o
ponto I, possui duas propriedades:

i) sua distancia & reta a vale r, ;

ii) pertence & bissetriz externa que parte do vértice A (reta

e).
Quanto aos pontos Y, e Z,, eles possuem duas propriedades:

i) pertencem ao circulo exinscrito =,;
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i) um observador colocado em Y, ou Z, enxerga o segmento

AT, segundo um angulo reto (Y, e Z, pertencem ao arco
capaz— ¢—do angulo reto sobre o segmento Al,).

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.175, na pagina 53):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H_, e construir o
A H,AD,, obtendo as retas h, e 0,;

ii) tragar aretae (A €e ee 1 0);

ili) tragar a reta a’ paralela & reta a e distando r, desta e obter
opouto I, (I, =¢ Na');

iv) tragar o circulo exinscrito v, = (1,,7,);

v) tracar o circulo ¢ de didmetro A, e obter os pontos Y, e
Z, (Y, =vy,N¢eZ =vN0¢);

vi) tracar asretas b = (A,Y,) e ¢ = (A, Z,) e obter os pontos
BeCB=anceC=anb).

Segundo procedimento — Método da intersegao de dois lugares geométricos

O problema estara resolvido se pudermos construir o A AH_ D, e os pontos
I, e I.. Uma andlise da figura 4.176 (ver a pégina 54) nos mostrard que o
ponto I, possui duas propriedades:

i) sua distancia a reta a vale r,;

ii) pertence & bissetriz externa que parte do vértice A (reta

e ).

Quanto ao ponto I, ele possui duas propriedades:

h,r
i) sua distancia a reta a vale r, = 5———;
b a

ii) pertence a reta e,.
Daf a construcao que segue (ver a figura 4.176, na pagina 54):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H_, e construir o
A H,/AD_, obtendo as retas b, e 9 ;
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ii) tragar aretae (A€e ee 1 0);

ili) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando r, desta e obter
o ponto I, (I, =¢, Na’);

iv) tragar a reta a” paralela & reta a e distando r, desta e obter
oponto I, (I, =¢, Na’);

v) tragar o circulo ¢ de didmetro I, I e obter os pontos B e C
(B=anN¢eC=ang).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 267) <h,,d,,r >
Método do problema ja resolvido

Como < h,,rq,r> formam um datum, conhecemos <h_,d,,r> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 264).

Exercicio 268) <h,,d,,r>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a®+ ¢® = 2accos = b’ (4.59)
csinff=h, (4.60)
sin® 3 =1—cos® B (4.61)
ab’c ) s, (ac—ad)(a+c)?
— Ty = 4.62
#e (a4 c¢)? 4 =" ac (4.62)

1—cosp 2r
tan 8 = ./ = b 4.63
a2 14+cosB a+b+c (4.63)

Com a equagao (4.59), obtemos

a®—-b+c
=" - 4.64
cos 3 S (4.64)
Com as equagoes (4.60), (4.61) e (4.64), obtemos
a®—=b+ctvy, o,
- (g ) e = (4.65)
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Com as equagoes (4.63) e (4.64), obtemos

I(); —_|— (66;2_—01); B (a —|—27I;b—|— 0)2 (4.66)

Como <h,,d,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.62) e (4.65)—
(4.66) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 269) <h,,d,,r>
Método do problema ja resolvido

Como <h_,r,,r,>formam um datum, conhecemos <h_,d,,r,> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 268).

Exercicio 270) <h, e, e>

a’“a?

Método do problema ja resolvido

Como<h,,e,,d, >formam umdatum, conhecemos<h,_,d,, e;> e ja sabemos

a’Car

como resolver este problema (ver o exercicio 257).

Exercicio 271) <h,, e, e>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff=h, (4.67)
zr:iﬁf e, (4.68)
sing =1/ y (4.69)
bsiny = h, (4.70)
72752% —e, (4.71)

. 1 —cosvy
sin 3 =4/ — (4.72)

Com as equagoes (4.68) e (4.69), obtemos

2(ac)® — [(a = c)e, ?
2(ac)?

cos 8 = (4.73)
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Com as equagoes (4.71) e (4.72), obtemos
2(ab)? — [(a — b)e,]?
Sy = < 4.74
cos e (4.74)
Com as equagoes (4.67) e (4.70), obtemos
sin 8 = %‘ e siny= h—b“ (4.75)

Como « = 180° — (8 +v) = cosa = sin Ssinvy — cos B cos~, obtemos,
com (4.75),

2

cosa = b—“ — cos 3 cosy (4.76)
c
Escrevemos também
b> +¢* —2bccosa = a’ (4.77)
a® + ¢ —2accos f = b’ (4.78)
a®>+b> = 2abcosy = ¢ (4.79)

Como <h,,e,,e.> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.73)-(4.74) e
(4.76)—(4.79) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 272) <h, e R>
Método do problema jé resolvido

Como <h,,e,,d, > formam um datum, conhecemos <h_,d, , R> e ja sabe-

a?al

mos como resolver este problema (ver o exercicio 261).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 273) <h,,e,,R>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

ah, abc
(S = 2Le - E) be = 2Rh, (4.80)
csinff=h, (4.81)
2acsing _ e (4.82)
la —¢|
1—
sin & = ,/%Sﬁ (4.83)
a®+ ¢® —2accosf = b* (4.84)

sin® 8 =1 — cos® 8 (4.85)
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Com a equagao (4.80), obtemos

_ 2Rh,

b 4.
: (186)
Com as equagoes (4.82) e (4.83), obtemos
COSﬁ — 2(CLC) _ [(a’ - C)eb] (4-87)

2(ac)?

Com as equagoes (4.81), (4.85) e (4.87), obtemos

1 (A ;(5;‘)2_ DLV ee = (4.88)

Com as equagoes (4.84), (4.86) e (4.87), obtemos

el 2(ac)? — EL(: —c)e,? A (

28R, ) (4.89)

Cc

Como <h,,e,, R> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.88)-(4.89)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida b.

Exercicio 274) <h,e,r>

Método do problema jé resolvido

Como <h_, e, ,d, >formam um datum, conhecemos < h_,d_,r> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 263).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 275) <h,,e,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinf =h, (4.90)
2acsin £
TCF = eb (491)

) 1—cosp
smg =1/ —a (4.92)

sin® 8 =1 — cos® (4.93)
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Com as equagoes (4.91) e (4.92), obtemos

2(ac)* = [(a —c)e,]”
2(ac)?

cosf = (4.94)

Com as equagoes (4.90), (4.93) e (4.94), obtemos

[1- (2(“0)2 ;(EL(;; C)eb]Qﬂ & = 12 (4.95)

Escrevemos agora o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

a®+ c* —2accos B =0 (4.96)

1—cosp 2r 1+ cosp
tan & — ] _ — b=ate—2ry B0 (497
ans 1+cosB a+c—b ateSer 1 —cosf3 (4.97)

Com as equagoes (4.94) e (4.96)—(4.97), obtemos

ac [(a —c)e,]?

e Ae lez@al (), \/ (0c  [la= ey

Como <h,,e,,r> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.95) e (4.98)

a’ o

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a e ¢ e em seguida b.

Exercicio 276) <h,e,r,>

a’?“al a

Método do problema jé resolvido

Como <h,,e,,d, > formam um datum, conhecemos <h_,d,, r, > e ja sabe-

a’ al

mos como resolver este problema (ver o exercicio 265).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 277) <h_ e, r>
Método do problema ja resolvido
Como<h,_,e_,d, >formam um datum, conhecemos<h,,d,,r, > e ji sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 266).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 278) <h,,e,,r,>

b)) a

Método do problema jé resolvido

Como <h,,r, ,r>formam um datum, conhecemos <h_,e,,r> e ja sabemos

alt'al

como resolver este problema (ver o exercicio 275).

Exercicio 279) <h,,e,r,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

csinff=h, (4.99)
2acsin £

1—
singzg/%sﬂ (4.101)

1—cosp 2r

B8 _ _ b
tand — ] _ 4102
a2 1+cosB a+b+c ( )

sin? f =1 —cos® 3 (4.103)
a®+c® —2accos f = b* (4.104)

Com as equagoes (4.100) e (4.101), obtemos
2(ac)® — [(a = c)e, J?

cos 8 = 3(ac)? (4.105)
Com as equagoes (4.99), (4.103) e (4.105), obtemos
[~ (g )] = v (1100

Com as equagoes (4.102) e (4.105), obtemos

[(a’ — C)eb]2 - 27‘b
\/(2&0)2 — [(a — C)eb]2 - a+b+ec (4107)

Com as equagoes (4.104) e (4.105), obtemos

2(ac)® — [(a = c)e, |?

b*=a*+c" —

(4.108)

Como <h,_,e,,r,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.106)—(4.108)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 280) <h,,e,r.>
Método do problema jé resolvido

Como <h,_,r_ ,r,>formam um datum, conhecemos <h_,e,,r,> e j& sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 279).

Exercicio 281) <h,,R,7>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <h,,r,r,> formam um datum, construimos r,. Com o datum
<R,r, —r,a>, obtemos o lado a. Conhecemos assim <a, h_ , R> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 158).

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estard resolvido se pudermos construir o circulo circunscrito I'
e os pontos D, O e M.

Uma andlise da figura 4.177 (ver a pagina 55) nos mostrara que o ponto M,
possui duas propriedades:

i) pertence a reta m = (O, D);

-7
2

Ta

ii) sua distancia ao ponto D vale ¢ =

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.177, na pdgina 55):

i) numa reta m qualquer colocar os pontos O e D tais que
OD = R;

ii) tracar o arco ¢ = (D, {) e obter o ponto M, (M, = mN ¢);

iii) tracar o circulo circunscrito I = (O, R) e construir a reta a
(M, €aealm)

iv) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando h, desta;

v) obter ospontos A,Be C (A =d'N[,B=anl'eC =anl').
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Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar
O problema estard resolvido se pudermos construir o A H_ AT (figura
auxiliar).

Uma anélise da figura 4.178 (ver a pagina 56), nos mostrard que o ponto
possui duas propriedades:

i) sua distancia & reta a vale r;
ii) sua distancia £ ao ponto A vale £ = \/2R(h, — 2r)

(segundo o teorema 2.20 em [2]).

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.178, na pagina 56):

i) numa reta a qualquer colocar o ponto H,. Construir a reta
h, (H, € b, ebh, L a)e tracar o arco ¢, = (H,,h,),
obtendo o ponto A (A =Hh, N¢,);

ii) tragar a reta ' paralela & reta a e distando r desta; cons-
truir o comprimento ¢ e tragar o arco ¢, = (A, {); obter o
pouto I (I =a'Ne,);

ili) tragar a reta d, = (A,I); tracar o circulo inscrito v, =
(L, r);

iv) tragar o circulo ¢, de didmetro AT e obter os pontos Y e
Z (Y =yN¢, e Z=yN0¢,);

v) tragar as retas b = (A,Y) e ¢ = (A, Z) e obter os pontos
BeC(B=anceC=anh).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 282) <h ,R,r >
Método do problema jé resolvido
Como <h_,r,,r> formam um datum, conhecemos <h_, R,r> e ji sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 281).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 283) <h,,R,r,>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <h,,r,,r.,> formam um datum, construimos r,. Com o datum
<R,r, +7,,a> obtemos o lado a. Conhecemos assim <a, h_ , R> e ji sabemos

como resolver este problema (ver o exercicio 158).
Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

O problema estaré resolvido se pudermos construir o circulo circunserito I"
e os pontos E, O e M, .

Uma anélise da figura 4.179 (ver a pagina 57)nos mostrard que o ponto M
possui duas propriedades:

i) pertence a reta m = (O, F);

. . Ty
ii) sua distancia ao ponto E vale { = —5—.

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.179, na pagina 57):

i) numa reta m qualquer colocar os pontos O e E tais que
OF = R;

ii) com o datum <h_,r,,r >, construir o raio r, e, em seguida,

. + c
0 comprimento £ = i QT ; tragar o arco ¢ = (E, () e obter

oponto M, (M, =mnN¢);

ili) tragar o circulo circunscrito I = (O, R) e construir a reta a
(M, €aealm),

iv) tragar a reta a’ paralela a reta a e distando h, desta;

v) obter os pontos A,Be C (A =d'N',B=anl'e C =anl').

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 284) <h,,rr,>
Datum

Como <h,,r,r,> formam um datum, o problema é impossivel ou indeter-
minado.
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Exercicio 285) <h,,rmr,>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Como <7,7,,h,> formam um datum, conhecemos <h_,h,,r> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 230).

Segundo procedimento — Método da intersegao de dois lugares geométricos

Com o datum <h_,r,r_ >, construimos r,; com o datum <h_,r,,r, >, cons-
truimos r,.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.180, na pdgina 58):
i) numa reta m qualquer colocar o ponto M, e construir a reta

a (M, € aea L m). Tragar a reta a’ paralela a reta a e
distando h_ desta;

.. . . Ta =T Ty T
ii) construir os comprimentos £, = 53— e {, = =5—;

iii) tracar os arcos ¢, = (M, ,¢,) e ¢, = (M, ,{,) e obter os
poutos D (D =mnN¢,)e E (E=mnNa,);

iv) tragar o circulo I' de diametro DE e obter os pontos A, B
eCA=dnI,B=anTeC=anT).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 286) <h,,r, r,>

a’!ar

Método do problema ja resolvido

Como <h_,r, ,r> formam um datum, conhecemos <h_,r,7,> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 285).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 287) <h,,r,,r.>

a?’'b?

Datum

Como <h,,r,,r,> formam um datum, o problema é impossivel ou indeter-
minado.
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Exercicio 288) <m,,m,,m.>
Primeiro procedimento — Método da figura auxiliar

Considere a figura 4.181 (ver a pagina 59). O problema estard resolvido se
pudermos construir o ponto G e o AAM M " (figura auxiliar), onde M éo
simétrico do ponto M, em relagdo ao ponto M,. Entdao M, M = M, M, = 5
e o quadrilitero &AM 'CM,_ é um paralelogramo pois suas diagonais se
intersectam no seu ponto médio M,. Portanto, AM' = CM, =m,.

Adicionalmente, o quadrilatero ¢ BM, M’ M, é um paralelogramo também
porque os segmentos BM, e M, M’ sao paralelos e BM, = M, M; portanto,
BM, = M,M = m, e os comprimentos dos trés lados do A AM, M sio
conhecidos.

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.181, na pagina 59, e o exer-
cicio 128:

i) construir o AAM M, onde AM, = m,, AM = m,_ e
M_,M' = m,. Denote por m, a reta (A,M,) e por m, a
reta (M, , M);

i) tragar o arco ¢, = (A, 2m,) ¢ obter o ponto G (G =m, N
b1 );

ili) tragar pelo ponto G a reta m, paralela a reta m;. Tragar o
arco ¢, = (G, 2m,) e obter o ponto B (B =m, N ¢,);

iv) tragar areta a = (B, M, ) e obter o ponto C como simétrico
do ponto B em relacao ao ponto M, .

Segundo procedimento — Método da figura auxiliar

Considere a figura 4.182 (ver a pagina 60). O problema estara resolvido
se pudermos construir o quadrildtero » BGCG’ (figura auxiliar), onde G’ é o
simétrico do ponto G' em relacao ao ponto M, .

7

Entéo o quadrildtero ) BGCG’ é um paralelogramo pois suas diagonais se
intersectam no seu ponto médio M, . Portanto, os comprimentos dos seus lados
sao conhecidos.

Daf a construcao que segue (ver a figura 4.182, na pdgina 60):

i) numa reta m, qualquer colocar os pontos B, G e M, tais
que BG = %mb e GM, = %mb;
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ii) tracar os arcos ¢, = (B,2m,) e ¢, = (G,%m,) e obter o
ponto G’ (G' = ¢, N,);
iii) tracar a reta m, = (G', G) e obter os pontos M, e A;
iv) tracar as retas b = (A, M,) e a = (B, M) e obter o ponto
C(C=bna).
Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Terceiro procedimento — Método da figura auxiliar

Uma andlise da figura 3.1 em [2] nos mostrard que o problema estard
resolvido se pudermos construir o A CC’A’ (figura auxiliar) e o ponto B.

Dai a construgado que segue (ver a figura 4.183, na pagina 61):

i) colocar o ponto C numa reta m, qualquer e construir o
tridngulo A CC’A’ tal que CC'' =2m_ e C' e m,, CA’ =
2m, e C’A" =2m,;

ii) construir os pontos médios dos segmentos C'A’ e CA’
(pontos B’ e P, respectivamente);

ili) tragar asretas a = (C,B’) e b’ = (C’, P) ¢ obter o ponto B
(B=anb');

iv) construir o ponto A, simétrico de A’ em relagao a B.

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 289) <m,,m,,d, >
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+ ) —a® = 4m? (4.109)
2(a® +¢*) — b* = 4m;? (4.110)
be— LY _ p (4.111)

(b+c)2
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Com as equagoes (4.109) e (4.110), obtemos
4m? + 8m2 — 6¢2
@ =t ;nb < (4.112)
2 4 Am2 — Ge2
pr = St :Tb 6¢ (4.113)

Com o sistema (4.111)—(4.113), obtemos
(8m? + 4m? — 6¢*)[3¢* + 4m? — 4m? — 64| =
= 3[12¢" — (16m? +8m? + 3d®)c* + 4(2m> + m?)d?]"  (4.114)
Como <m,,m,,d, > sao conhecidos, podemos resolver a equacgao (4.114) com
um programa qualquer para obter c.

Se a equacao (4.114) ndo possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condigoes do problema).

V2 em, m, = Y22 cmed, =

87
5 = cm.

Aplicagdo numérica: sejam m, =
Com estes valores, a equacao (4.114) torna-se
1458t* — 300465t 4 22006548t> — 658168128t + 6287855616 = 0 (1)
onde ¢ = /1.

Resolvendo (f) com algum programa, obtém-se (com seis algarismos deci-
mais exatos):

t, =64 = ¢, =8cm = a, =5cm e b, =T7cm

t, = 53,669307470669 — ¢, = 7,3259339cm —

a, =4/153—2t, =6,7573208cm e b, = /177 —2t, = 8,3463396 cm

Verificagdo: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sdo <a,,b,,c,> e <a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Exercicio 290) <m,,m,,d, >
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+ ) —a® = 4m? (4.115)
2(a® +¢*) — b* = 4m/? (4.116)
abh— P _ g (4.117)

NEUa
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Com as equagoes (4.115) e (4.116), obtemos

_4m? +8m? — 6¢*

2 3 (4.118)
2 24 2
B 8ma+4?7)nb 6c (4.119)

Com o sistema (4.117)-(4.119), obtemos
[4d?c? + 2020 — 4(m? + m?)d?]” = a®b? [5¢* + 2d% — 4(m? + m?)]"  (4.120)

Como <m,_,m,,d_ > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.118)—(4.120)
com um programa qualquer, obtendo assim o lado ¢ e em seguida a e b.
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Exercicio 291) <m,,m,,e,>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
20 + ¢*) — a® = 4m? (4.121)
2(a® +¢*) — b* = 4m? (4.122)
2bcsin & [(b—c)e,J?
2 — 1 [0 a
W =€, - bln2 5 = W (4123)
& 1 —cosa
sin§ =/ ——5— (4.124)
> +c—a?
= - 4.125
Cos o T ( )
Com as equagoes (4.121) e (4.122), obtemos
4m?2 2 @2
g =t 8;”*7 fic (4.126)
2 4 Am?2 = G2
b= Ot 4my 6o (4.127)
3
Com o sistema (4.123)-(4.125), obtemos
b _ 2
Sbota? -t — 2= =9l (4.128)

be

Como <m_,m,,e,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.126)—(4.128)
com um programa qualquer, obtendo assim o lado ¢ e em seguida a e b.

Exercicio 292) <m,,m,,e.>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

_4m? +8m? — 6¢

a? . (4.129)
2 4 4m2 — 62
pe— e T ;nb bc (4.130)
o 2
Sab+ ¢t —a* — i = La= el (4.131)

ab

Como <m_,m,,e_>sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.129)—(4.131)
com um programa qualquer, obtendo assim o lado ¢ e em seguida a e b.
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Exercicio 293) <m,,m,, R>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0* 4 ¢*) — a® = 4m? (4.132)
2(a” 4+ ¢*) — b* = 4m;] (4.133)
b2 2 2.9
b? + ¢* — 2bccosa =a? = cos’ o = (%) (4.134)
c
ina = — rq=1- L 4.135
sina= g s cos’a=1- 0 (4.135)
Com as equagoes (4.132) e (4.133), obtemos
2 4 2 __ 2
Y e U 9) (4.136)
3
4 2 2 2\ __ 2
oL \/ (mZ + ;nb) Y (4.137)

Com o sistema (4.134)—(4.137), obtemos
18t* — 9(8m? 4+ 9R*)t* + 8[9R*(m” + 4m?) — 4(m} +m’m? — 2m,')]t +
+ 16(8m?m’ —m' — 16m)R* =0 (4.138)
onde a = /1.

Como <m_,m,, R> sao conhecidos, podemos resolver a equagao (4.138)
com um programa qualquer para obter t e em seguida, a.

Se a equacao (4.138) nao possui raiz positiva, o problema é impossivel (ndo
existe tridngulo que satisfaz as condi¢oes do problema).

g S _ /201 — V129 _ V3
Aplicacdo numérica: sejam m, = ¥5=cm, m, = 5= cm e R = == cm.
Com estes valores, a equacao (4.138) torna-se

2t® — 405t 4 8039t — 180075 =0 (1)

Resolvendo (f) com algum programa, obtém-se (com seis algarismos decimais
exatos):

t, =20 = a,=5cm = b, =T7cm e ¢, =8cm

355 — /68401
B E— == a, = 4,8338429cm =

t, =
b, =6,8822989cm e ¢, =8,0508994 cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois triangulos cujos
lados sao <a,,b,,c,> e <a,,b,, c,> satisfazem todas as condi¢oes do problema.
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Exercicio 294) <m,,m,,r>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
2 4 2 __ 2
b= \/3“ t+Alm = my) (4.139)
3
4 2, 2 2\ 2
c= \/ (m? + 2m}) — 3a (4:140)
6
1 —-cosa 2r
tan & — = 4.141
M2 T VI cosa btc—a ( )
b2 2 _ 2
cosa = # (4.142)
Com o sistema (4.139)—(4.142), obtemos
4(4bc + Am? — a®)r* = (a® + 4bc — 4m?) [b + ¢ — ’ (4.143)

Como <m,_,m,,r > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.139)—-(4.140)
e (4.143) com um programa qualquer, obtendo assim o lado a e em seguida,
bec.

Exercicio 295) <m,_,m,,r, >

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

b:\/3a2+4(gzj—mb2) (4.144)
. \/4(ma2 +2m?2) — 3a® (4.145)
6
g [ i
cosa = 192—1—207;0—a2 (4.147)

Com o sistema (4.144)—(4.147), obtemos
4(4bc + Am? — a*)r? = (a® + 4bc — 4m?) [a + b + cf (4.148)

Como <m,,m,,r,>sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.144)—-(4.145)

e (4.148) com um programa qualquer, obtendo assim o lado a e em seguida,
bec.
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Exercicio 296) <m,,m,,r.>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2 4 2 __ 2
b= \/3“ £ (Z”a ) (4.149)
4 2 2 2) 2
c= \/ (m? + g%) 3 (4.150)
1 —-cosy 2r,
tang =4/ — = : (4.151)
14cosy  a+b+c
24 p2 2
cosy = % (4.152)

Com o sistema (4.149)-(4.152), obtemos

A(a+b)? =2 = — (a—b)?la+b+c] (4.153)
Como <m_,m,,r,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.149)—(4.150)
e (4.153) com um programa qualquer, obtendo assim o lado a e em seguida,

bec.

Exercicio 297) <m,,d, ,d,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+ ) —a® =4m? (4.154)
a’bc
bc — —— =d* 4.1
“Tlror (4.155)
ab’c
_ = 2 4.1
ac L d; (4.156)

Como <m,_,d_,d,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.154)-(4.156)

a? b

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 298) <m,,d,,d >
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
200°+ ) —a®> = 4m? (4.157)
ac— (aafgg e (4.158)
ab — % =d’ (4.159)

Como <m,_,d,,d_> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.157)-(4.159)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 299) <m,,d, ,e,>

al’~a

Método do problema jé resolvido

Como <d_,e,_, h, > formam um datum, conhecemos <h_,m_,d_ > e ja sabe-

al? “a)?

mos como resolver este problema (ver o exercicio 235).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 300) <m,,d, , e>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0* + ¢*) — a® = 4m’? (4.160)
a’be
be— — 2 = g (4.161)
(b+c)? °
2acsin & 2a%c® — [(a — ¢)e,|?
ﬁ =€, - COSﬁ = 202c2 b (4162)
a®+ ¢ — 2accos B = b’ (4.163)

Com o sistema (4.162)—(4.163), obtemos

2a%c® — [(a — c)e, |?

ac

= b (4.164)

a’+c® —

Como <m,_,d_, e,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.160)—(4.161)
e (4.164) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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49

Triangulo dados <h,_,m,,r,>

Figura 4.171: Exercicio 252.
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FIGURAS

D

Triangulo dados <h_,d_ , R>

Figura 4.172: Exercicio 261.
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B D, H, C a
Triangulo dados <h,,d, ,r>

Figura 4.173: Exercicio 263 — Primeiro procedimento.
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59 FIGURAS
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Triangulo dados <h_,d, ,r>

Figura 4.174: Exercicio 263 — Segundo procedimento.
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FIGURAS

53

Triangulo dados <h_,d_,r,>

Figura 4.175: Exercicio 266 — Primeiro procedimento.
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FIGURAS

Triangulo dados <h_,d,,r,>

a’) a?

Figura 4.176: Exercicio 266 — Segundo procedimento.
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N

Triangulo dados <h_, R, r>

Figura 4.177: Exercicio 281 — Segundo procedimento.
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r
B D, H, C a
Triangulo dados <h,, R, r>

Figura 4.178: Exercicio 281 — Terceiro procedimento.
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Triangulo dados <h,, R,7,>

/C

Figura 4.179: Exercicio 283 — Segundo procedimento.
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58 FIGURAS
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Triangulo dados <h_,r,r,>

Figura 4.180: Exercicio 285 — Segundo procedimento.
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FIGURAS

B M, C a

Triangulo dados <m,_,m,, m, >

Figura 4.181: Exercicio 288 — Primeiro procedimento.
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:
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G
b
B\VC a
G !

Triangulo dados <m_, m,, m,>

Figura 4.182: Exercicio 288 — Segundo procedimento.

FIGURAS




“trianguloscreen6” — 2015/9/]10 — 15:45 — page 61 — #64

FIGURAS 61

Triangulo dados <m_,m,,m >

Figura 4.183: Exercicio 288 — Terceiro procedimento.




