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CAPITULO 3

EXERCICIOS

O enunciado de todos os exercicios comega por: construir um tridngulo
A ABC sendo dados ...
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<a, h,,d,>
<a, h,,d,>
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(a,b,R).
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(a,b,r_a).
(a,b,r_c).
(a,h_a,h_b).
(a,h_b,h_c).
(a,h_a,m_a).
(a,h_a,m_b).
(a,h_b,m_a).
(a,h_b,m_b).
(a,h_b,m_c).
(a,h_a,d_a).
(a,h_a,d_b).
(a,h_b,d_a).
(a,h_b,d_b).
(a,h_b,d_c).
(a,h_a,e_a).
(a,h_a,e_b).
(a,h_b,e_a).
(a,h_b,e_b).
(a,h_b,e_c).
(a,h_a,R).
(a,h_b,R).

(a,h_a,r).
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182)
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184)
185)
186)
187)
188)
189)

<a, h,, >
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>
<a, h,, r,>

<a, h,, r.,>

by Te

<a,m_, m,>

a’ b
<a, m,, m,>
<a,m_,d >

a? a

<a, m,, d,>
<a,m,,d >
<a, m,, d,>

<a, m,,d,>

<a,m,, e,>
<a,m,, €,>
<a,m,,e,>
<a,m,, €,>
<a,m,, e.>

b c
<a,m,, R>

<a, m,, R>

<a, m,, r>
<a, m,,r>
<a, m,,r,>
<a, m,, r,>
<a,m,, T, >

b? "a

<a,m,, T,>

7T>

b c
<a,d,, d,>

<a,d,, d,>

(a,h_b,r).

(a,h_a,r_a).
(a,h_a,r_b).
(a,h_b,r_a).
(a,h_b,r_b).
(a,h_b,r_c).
(a,m_a,m_b).
(a,m_b,m_c).
(a,m_a,d_a).
(a,m_a,d_b).
(a,m_b,d_a).
(a,m_b,d_b).
(a,m_b,d_c).
(a,m_a,e_a).
(a,m_a,e_b).
(a,m_b,e_a).
(a,m_b,e_b).
(a,m_b,e_c).
(a,m_a,R).

(a,m_b,R).

(a,m_a,r).

(a,m_b,r).

(a,m_a,r_a).
(a,m_a,r_b).
(a,m_b,r_a).
(a,m_b,r_b).
(a,m_b,r_c).
(a,d_a,d_b).

(a,d_b,d_c).
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190) A <a,d,, e >
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195) A
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198)
199)
200)
201)
202)
203)
204)
205)
206) A
207)
208)
209)
210)
211)
212)
213)
214)
215) A
216) A
217) A
218) A

<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,
<a,

<a,

d,,e>
d,, e >
d,,e>
d,,e>
d,, R>
d,, R>
d,,r>
d,, r>
d,,r,>
d,, r,>
db’ Iru>
db7 Tb>
db’ Tc>

e >

€ b

)

by €2

e,, k>
e,, >

e

€,y T>

)

e, r>

b
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(a,d_a,e_a).
(a,d_a,e_b).
(a,d_b,e_a).
(a,d_b,e_b).
(a,d_b,e_c).
(a,d_a,R).
(a,d_b,R).
(a,d_a,r).
(a,d_b,r).
(a,d_a,r_a).
(a,d_a,r_b).
(a,d_b,r_a).
(a,d_b,r_b).
(a,d_b,r_c).
(a,e_a,e_b).
(a,e_b,e_c).
(a,e_a,R).
(a,e_b,R).
(a,e_a,r).
(a,e_b,r).
(a,e_a,r_a).
(a,e_a,r_b).
(a,e_b,r_a).
(a,e_b,r_b).
(a,e_b,r_c).
(a,R,1).
(a,R,r_a).
(a,R,r_b).

(a,r,r_a).
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225)
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227)
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229)
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236)
237) A
238)
239)
240) A
241)
242) A
243)
244)
245) A
246)
247) A

a? b
<a,r,r.>
<h,, h,, h,>
<ha’ hb’ ma>
<h,, h,, m>
<h’a7 h’b7 da>
<h,, h,,d,>
<h,, h,,e,>
<h,, h,,e>
<h, h,, R>
<h,, h,,r>
<h_ , h,,r,>
<h’a7 h’b7 rc>
<ha’ ma,’ mb>
<h,_,
<h,_,
<h,,
<h,,
<h,_,
<h,,
<h,,
<h,_,
<h,_,
<h,,
<h,_,
<h,_,
<h’a7

mb’ mc>
m,, d, >
m,, d,>
mb’ da>
mb’ db>
mb’ dc>

e >

a’? Ya

m

e >

my b

a)

e >

b? Ya

m

e >

my, e,

e >

b? c

m
m,, R>
m,, >

<h,,m,, 1>

(a,r,r_b).
(a,r_a,r_b).
(a,r_b,r_c).
(h_a,h_b,h_c).
(h_a,h_b,m_a).
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(h_a,h_b,d_a).
(h_a,h_b,d_c).
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(h_a,m_a,m_b).
(h_a,m_b,m_c).
(h_,a,m_a,d_a).
(h_a,m_a,d_b).
(h_a,m_b,d_a).
(h_a,m_b,d_b).
(h_a,m_b,d_c).
(h_a,m_a,e_a).
(h_a,m_a,e_b).
(h_a,m_b,e_a).
(h_a,m_b,e_b).
(h_a,m_b,e_c).
(h_a,m_a,R).
(h_a,m_b,R).

(h_a,m_a,r).
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262) <h,,d,, R>
263) A <h_,d
264)  <h_,,d,, r>
265) A <h_,d
266) A <h_,d
267) <h,, d,,r.,>

268)  <h,,d,, >

269) <h,,d,,r.>
270) <h,, e, e>
271) <h, e, e>
272) A <h ;e , R>
273) <h..e,, R>
274) A <h e, , >

275) <h,, e,,r>
276) A <h,, e, ,T,>

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(h_a,m_b,r).
(h_a,m_a,r_a).
(h_a,m_a,r_b).
(h_a,m_b,r_a).
(h_a,m_b,r_b).
(h_,a,m_b,r_c).
(h_a,d_a,d_b).
(h_a,d_b,d_c).
(h_a,d_a,e_a).
(h_a,d_a,e_b).
(h_a,d_b,e_a).
(h_a,d_b,e_b).
(h_a,d_b,e_c).
(h_a,d_a,R).
(h_a,d_b,R).
(h_a,d_a,r).
(h_a,d_b,r).
(h_a,d_a,r_a).
(h_a,d_a,r_b).
(h_a,d_b,r_a).
(h_a,d_b,r_b).
(h_a,d_b,r_c).
(h_a,e_a,e_b).
(h_a,e_b,e_c).
(h_a,e_a,R).
(h_a,e_b,R).
(h_a,e_a,r).
(h_a,e_b,r).

(h_a,e_a,r_a).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

277) A
278)
279)
280)
281) A
282) A
283) A
284) A
285) A
286) A
287) A
288) A
289)
290)
291)
292)
293)
294)
295)
296)
297)
298)
299) A
300)
301)
302) A
303)
304) A
305)

a a b

<h ,e

a b

r,>

<h ,e

a b? ' b

<h ,e

a b?
<h,, R, r>
<h,, R, 7>
<h,, R, r,>

<h,,r r,>

a?

<h,,r r>

<h_,,r,,r>

<h,,r

a b

r.>

<ma7 mb’ mc>

<m_,m,, d >
<mu7mb7 dc>
<ma7mb7€a>
<m,,m,, e>
<m_,,m,, R>
<m.,m,, 1>
<ma7mb7ra>
<m_,m,, >

b? " e

<m,,d,, d>

a b? c
<m,,d,, e>
<m,,d,, e>
<m., d,, e,>
<m,,d,, e>
<m,,d,, e>
<m,,d,, R>
<m,,d,, R>

(h_a,e_a,r_b).
(h_a,e_b,r_a).
(h_a,e_b,r_b).

(h_a,e_b,r_c).

(h_a,R,r).

(h_a,R,r_a).
(h_a,R,r_b).
(h_a,r,r_a).

(h_a,r,r_b).

(h_a,r_a,r_b).
(h_a,r_b,r_c).
(m_a,m_b,m_c).
(m_a,m_b,d_a).
(m_a,m_b,d_c).
(m_a,m_b,e_a).

(m_a,m_b,e_c).

(m_a,m_b,R).

(m_a,m_b,r).

(m_a,m_b,r_a).
(m_a,m_b,r_c).
(m_a,d_a,d_b).
(m_a,d_b,d_c).
(m_a,d_a,e_a).
(m_a,d_a,e_b).
(m_a,d_b,e_a).
(m_a,d_b,e_b).

(m_a,d_b,e_c).

(m_a,d_a,R).

(m_a,d_b,R).

11
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Exercicio 306) <m,,d,,r> (m_a,d_a,r).
Exercicio 307) <m_,d,,r> (m_a,d_b,r).
Exercicio 308) <m_,,d,, r,> (m.a,d_a,r_a).
Exercicio 309) <m,,d,, r,> (m_a,d_a,r_b).
Exercicio 310) <m,,d,,r,> (m_a,d_b,r_a).
Exercicio 311) <m_,d,, r,> (m_a,d_b,r_b).
Exercicio 312) <m,,d,, r,> (m.a,d_b,r_c).
Exercicio 313)  <m_, e, ,¢,> (m.a,e.a,e_b).
Exercicio 314) <m_,e,;e.> (m_a,e_b,e_c).
Exercicio 315) A <m_,e,, R> (m_a,e_a,R).
Exercicio 316) <m,,e,, R> (m_a,e_b,R).
Exercicio 317) <m,,e,,r> (m_a,e_a,r).
Exercicio 318) <m,,€,,T> (m_a,e_b,r).
Exercicio 319) = <m_, e, ,r.> (m_a,e_a,r_a).
Exercicio 320) <m,, e, , r,> (m_a,e_a,r_b).
Exercicio 321) <m,,e,,r,> (m_a,e_b,r_a).
Exercicio 322) ~ <m_,e,, r,> (m_.a,e_b,r_b).
Exercicio 323) <m_,e,,r,> (m_a,e_b,r_c).
Exercicio 324) <m_, R, r>  (m_a,R,r).
Exercicio 325) - <m_, R, r,>  (m_a,R,r_a).
Exercicio 326) = <m_, R, r,> (m_a,R,r_b).
Exercicio 327)A <m_,r,r,> (m_a,r,r_a).
Exercicio 328) A <m,_, r; r,> (m_a,r,r_b).
Exercicio 329) A <m_,r,,r,> (m_.a,r_a,r_b).
Exercicio 330) A <m_,r,,r,> (m_a,r_b,r_c).
Exercicio 331) <d_ , d,,d > (d_a,d_b,d_c).
Exercicio 332) <d , d,,e,> (d_a,d_b,e_a).
Exercicio 333) <d,, d,,e,> (d_a,d_b,e_c).
Exercicio 334)  <d_ ,d,, R> (d_a,d_b,R).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

335)
336)
337)
338)
339)
340) A
341)
342) A
343)
344) A
345) A
346)
347)
348)
349)
350)
351)
352) A
353)
354)
355) A
356)
357)
358)
359)
360)
361)
362)
363)

<d,, d,,r>
<d,,d,,r,>
<da7 db’ Te>
<d,, e,,e>
<d,, e, e>
<d, e, R>
<d,, e, R>
<d,, e,r>
<d,, e,,r>

<d, o>
<d, ;e
<d,, e, r,
<d, 6, e,r
<d,, e,
<d
<d,, R,r >
<d,, R, 7>
<d,,r, r,>
<d,,r, r,>

<d,,r

<d,r

b

<e,, R,r>
<e,, R,r,>

<e,, R, r,>

13

(d_a,d_b,r).
(d_a,d_b,r_a).
(d_a,d_b,r_c).
(d_a,e_a,e_b):
(d_a,e_b,e_c).
(d_a,e_a,R).
(d_a,e_b,R).
(d.a,e_a,r).
(d_a,e_b,r).
(d_a,e_a,r_a).
(d_a,e_a,r_b).
(d_a,e_b,r_a).
(d_a,e_b,r_b).
(d_a,e_b,r_c).
(d_a,R,r).
(d_a,R,r_a).
(d_a,R,r_b).
(d_a,r,r_a).
(d_a,r,r_b).
(d_a,r_a,r_b).
(d_a,r_b,r_c).
(e_a,e_b,e_c).
(e_a,e_b,R).
(e_a,e_b,r).
(e_a,e_b,r_a).
(e_a,e_b,r_c).
(e_a,R,r).
(e_a,R,r_a).

(e_a,R,r_Db).
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Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio
Exercicio

Exercicio

CAPITULO 3. EXERCICIOS

(e_a,r,r_a).
(e_a,r,r_b).
(e_a,r_a,r_b).
(e_a,r_b,r_c).
(R,r,r_a).
(R,r_a,r_b).
(r,r_a,r_b).

(r_a,r_b,r_c).
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cAPITULO 4

CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 301) <m,,d,,e,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200 +¢”) —a® =4m?

ab’c )
e (a+c)z @
2bcsin § A s cosa S 20%c* — [(b— c)e, ]2
|b— ¢ g 2b2¢c?

b> 4+ ¢* — 2bccosa = a®
Com o sistema (4.3)—(4.4), obtemos

_ 202 —[(b—c)e,]? )

b>+c

(4.5)

Como <m,,d,, e, > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.1)—(4.2) e

(4.5) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

15
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16 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Exercicio 302) <m,,d,,e,>
Método do problema ja resolvido

Como <d,,e,, h,> formam um datum, conhecemos <h,,m_,d,> e ja sabe-
mos como resolver este problema (ver o exercicio 237).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
Exercicio 303) <m,,d,,e>

by e

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

20°+ ) = a®> =4m? (4.6)
ab’c
2absin 1 2a%b* — [(a — b)e,]?
2 P < —— c
W =€, — COS 7y = 2a2h? (48)
a® +b° —2abcosy = ¢ (4.9)

Com o sistema (4.8)-(4.9), obtemos

2a°b*> —[(a —b)e ]
— " =c (4.10)

a®+ b

Como <m_,d,, e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.6)—(4.7) e
(4.10) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 304) <m,,d ,R>
Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

No exercicio 235 vimos que

d2 2 h2
p= %V — (4.11)

2h, \/d> —h?

a

(V=R - VIR ) (V=R E =R 1)
- V&7

2

a (4.12)
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Usando a equagao (4.11) é facil expressar h, em fungao de m,, d, e R.
Assim,

Bt — (;—%)Q(dj + (2R)?)h? + (;R>m =0 (4.13)

e o comprimento h, pode ser construido. Com isso, conhecemos <h_ ,m_,d >
e ja sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 235).

Observacgao: as raizes de equagoes do tipo
'+’ vt =0
podem ser construidas da seguinte maneira: faz-se

¢ = uy
significando isto que = serd a média geométrica de u e da raiz y (ou
cada uma das raizes) da equacao

2\2
vy tuly ot =0 <— yzztuy:t(v—) =0
U

Aplicag@o numérica: sejam m, = 3,5cm, d, =2cm e R =4 cm.

Resolvendo a equagao (4.13) com estes valores, obtemos h, = M

e bl = BLVS ey Daif, com (4.12), a = BC = 7,82334269263 cm e o’ =
B’C’ = 5,00663225787 cm. Para calcular b (V') e ¢(¢’), use as férmulas be =
2Rh, e 2(b* + ¢*) = a®> + 4m?. Obtém-se b = AC = 7,1355489649cm, ¢ =
AB = 2,04604164481cm, b = A’C/ = 5,04720841465cm e ¢ = A'B’ —
1,28992067802 cm.

cm

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois triangulos cujos
lados sao <a,b,c> e <a’,b,c > satisfazem todas as condi¢oes do problema.

Segundo procedimento — Método algébrico

O problema estara resolvido se pudermos construir o A ADQO. J4 conhece-
mos OA = R e uma anélise da figura 4.183 (ver a pdgina 39) nos mostrard que
o ponto D possui duas propriedades:

i) sua distancia ao ponto O vale R (DO = R, pela definicao
do ponto D);

ii) se = representa sua distancia au ponto A (DA = z), entao

ot — (& + (2R)*)2* + 2Rm,)* =0 (4.14)
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18 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS

Para provar o resultado dado pela equagao (4.14), notamos que A DAFE ~
A AH D, e podemos escrever:
DE _ AD,
DA ~ AH,

2R d
— = 4.1
— =G (4.15)

a

ou

Notamos também que A DM, D, ~ A AH_D,. Assim, podemos escrever:

Ma ‘Da Da Ha Ma Ha Ma Ha ‘Da Ha
= =% — =

DD, DA  =x T d, (4.16)
O AAH M, éretangulo. Assim,
mz—hz—MHz—x—zDH2 (4.17)
a a atta T dz e .

a

O AAH_ D, também é retangulo. Entao D, H> = d? — h’ e a equacao (4.17)
fica

xQ
M, H> = E(dj —n?) (4.18)
Substituindo o valor de h,_ dado por (4.15) em (4.18), resulta:
2?d> 2P *d’
" TR :d_j(j_ )
2* — (& + (2R)*)2* + (2Rm,)> =0 1 (4.19)
Construindo os comprimentos u e v tais que u = /d?>+ (2R)> e v =

2Rm, /u, podemos escrever (4.19) como

=ttt it =0= = \/% (u=+V/u? — (20)?) (4.20)

Portanto, = é construtivel e tém-se dois valores possiveis (¢, e £,) para o
comprimento do segmento x = DA.

Dai a construgado que segue (ver a figura 4.183, na pagina 39):

i) construir o comprimento z (¢, e ¢,) dado por (4.20);

ii) numa reta m qualquer colocar os pontos D e O tais que
DO = R;tracar o circuloT' = (O, OD); construir o ponto A
(Ael'e DA =z) e obter aretad, = (D,A);

ili) tragar os arcos ¢, = (A,d,) e ¢, = (A,m,) e obter os
poutos D, (D, =2 N¢,)e M, (M, =mnNa,);
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iv) tracar a reta a = (D,, M) e obter os pontos B e C (B =
anTeC=anT).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.
Aplicagdo numérica: sejam m, = 3,5cm, d, =2cm e R = 4cm.

Resolvendo a equagdo (4.20) com estes valores, obtemos £, = /31 + /3
,d,

) ¢,d, ,
= V31— V3. Dal, com (4.15), h, = 5 = Mcm eh, =<z =

e/,
v 314_\/5 cm. A partir daqui prossegue-se como no primeiro procedimento.

Exercicio 305) <m,,d,,R>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0* + ¢*) — a® = 4m? (4.21)
ab’c S
—y—ysh = 4.22
ac— =4 (422)
2
2Rsina=a = sina = (%) (4.23)
b2 2 2.9
b? +c*—2bccosa =a® = cos’a = (%) (4.24)
Como 1 — sin® o = cos? oy, com o sistema (4.23)—(4.24) obtemos
(4R? — a®*)b*c* = [(b* + ¢ — a®)R]’ (4.25)

Como <m,,d,, R> s@o conhecidos, podemos resolver o sistema (4.21)-(4.22) e
(4.25) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 306) <m,,d ,r>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+ ) —a® =4m’? (4.26)
a’be

be — ———=d* 4.2

o~ G = (427)
1 —cosa 2r
tan & = = 4.28
anz V1i4cosa b+c—a (4.28)
b2 2 2

cosa = yhe—a (4.29)

2bc
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Com o sistema (4.28)—(4.29), obtemos

?; J: C(;_—cc); - (b +2CT_ a)2 (4.30)

Como <m_,d_,r> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.26)—(4.27) e
(4.30) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 307) <m,,d,,r>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equacoes nao lineares:
200+ ¢*) —a® = 4m? (4.31)

(aa_lfz)Q g (4.32)
a®—(b~c)? 2r N2
(b+c)2—a> (b—l—c—a)

ac —

(4.33)

Como <m_,d,,r> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.31)-(4.33)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 308) <m,,d, ,r,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+¢°) —a® =4m? (4.34)

be % = (4.35)

g [T B 50
cosq = % (4.37)

Com o sistema (4.36)—(4.37), obtemos

) () )

Como <m,_,d_,r, > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.34)—(4.35) e

a’’ ' a

(4.38) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 309) <m,,d,,r,>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200°+¢°) —a® =4m? (4.39)
be — % =d? (4.40)
wnd =i aan
cos ff = % (4.42)

Com o sistema (4.41)—(4.42), obtemos
I(); —_|— (66;2_—0; - (a —|—27I;b—|— 0)2 (4.43)

Como <m,_,d_,r,>sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.39)—(4.40) e
(4.43) com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 310) <m,,d,,r, >
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200 +¢*) —a® = 4m? (4.44)
ab’c
— =’ 4.4
“ (a+c)? . (4.45)
a®* — (b—c)? 2r 2
= @ 4.4
(b+c)? —a? (a+b+c) (4.46)

Como <m,,d,,r > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.44)-(4.46)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 311) <m,,d,,r,>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0* + ¢*) —a® = 4m? (4.47)
ab’c )
ac — G d; (4.48)
b* —(a—c)* 2r,  \
(a4c)2—b> (a—|—b+c) (4.49)

Como <m,,d,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.47)-(4.49)

a? Wy

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 312) <m,,d,,r.>

a?’b)

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
200> +¢%) —a® = 4m? (4.50)

(a“fz)2 = (4.51)

S () a

ac —

Como <m,,d,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.50)—(4.52)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 313) <m,,e,,e>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

20° + P a* = dm; (4.53)

2 _ be(a+c—b)la+b—c)
B=q be(p—b)(p—c) =e¢, = b0y = ¢ (4.54)
G =, = R OO 5

Como <m_,e_, e,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.53)—(4.55)

a? “a’?

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.




“trianguloscreen?” — 2015/3/? — 16:34 — page 23 — #26

23
Exercicio 314) <m,,e,,e>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
2(0* + ¢*) —a® = 4m? (4.56)
ac(b+c—a)la+b—c) L (4.57)
(@)

ab(b—i—c—a)(cH—c—b):e2 (4.58)

(a —b)? ©

Como <m,_,e,,e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.56)—(4.58)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 315) <m,,e ,R>

Primeiro procedimento — Método do problema ja resolvido

Vimos no exercicio 304 que

B — (d“ )z(dj + @R+ ( d, )2m2 —0 (4.59)

“ 2R
| e2h?

E no exercicio 59, vimos que
Substituindo o valor de d, dado por (4.60) em (4.59), resulta:

n— (55 ) e+ @R + . Jmz =0 (4.61)
a 2R ea a 2R ma - :
e o comprimento h, pode ser construido. Com isso, conhecemos <h_ ,m_,e_ >

e ja sabemos como resolver este problema (ver o exercicio 240).
Aplicacdo numérica: sejam m, = 7,8cm, e, =5cm e R = 7Tcm.

Resolvendo a equagao (4.61) com estes valores, obtemos h, = /16,25 cm
e h; = —“385 cm. Dali, com (4.60), d, = —V27275 cmed = 5—&%‘9’4 cm. E agora,

com (4.12), a = BC = 6,75551884884 cm e o’ = B/C’ = 12,5114863218 cm.
Para calcular b (b') e c(c'), use as formulas be = 2Rh, e 2(b*> +¢*) = a® + 4m’.
Obtém-se b = AC = 10,8332699828 cm, ¢ = AB = 5,2094893165cm, b’ =
A’C’ =13,691837304cm e ¢ = A’B’ = 3,53302083685 cm.

Verificagao: o leitor pode facilmente constatar que os dois tridngulos cujos
lados sao <a,b,c>e <a’, b, c'> satisfazem todas as condigdes do problema.
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Segundo procedimento — Método algébrico

O problema estard resolvido se pudermos construir o A EAQ. Ja conhece-
mos OA = R e uma andlise da figura 4.183 (ver a pdgina 39) nos mostrara que
o ponto E possui duas propriedades:

i) sua distancia ao ponto O vale R (EO = R, pela defini¢ao
do ponto E);
ii) se = representa sua distancia au ponto A (FA = x), entao
' — (e’ + (2R)*)z”> + (2Rm,)* =0 (4.62)
Para provar o resultado dado pela equagao (4.62), notamos que A DAFE ~
A AH E, e podemos escrever:
DE E,A 2R e

FA AR ™ T Th (4.63)

a

Notamos também que A EM, E, ~ A AH E, . Assim, podemos escrever:
EM, EH, ~HM, HM, EH,
= = —t =

4.64
EE, AFE, x x e, (464)
O AAH M, éretangulo. Assim,
2
m? —h? = H,M’ = ZE, 1> (4.65)
a e a

a

O AAH_E, também é retangulo. Entao E, H?> = €’ — h’ e a equagao (4.65)
fica
2 xQ 2 2
H, M? = ;(eﬂ —h?) (4.66)

Substituindo o valor de b, dado por (4.63) em (4.66), resulta:

2,2 2 2,2
, x%e’ a:(2 xea)
a

e T 4R T T IR

“ T 4Rz e\
z* — (e + (2R)*)z* + (2Rm,)* =0 | (4.67)

Construindo os comprimentos u e v tais que u = /e2+ (2R)*> e v =
2Rm, /u, podemos escrever (4.67) como

2t — vttt =0= = \/% (u=£v/u? — (20)?) (4.68)

Portanto x é construtivel e tém-se dois valores possiveis (¢; e f3) para o
comprimento do segmento x = FA.

Dai a construgao que segue (ver a figura 4.183, na pagina 39):
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i) construir o comprimento x (¢ e ¢3) dado por (4.68);

ii) numa reta m qualquer colocar os pontos E e O tais que
EO = R; tragar o circuloT' = (O, OF); construir o ponto A
(A€l e FA =x) eobter aretae, = (F,A);

ili) tragar os arcos ¢, = (Aye,) e ¢, = (A,m,) e obter os
poutos E, (E, =¢, N¢,)e M, (M, =mnNg,);

iv) tracar a reta a = (K, ,M_) e obter os pontos B e C (B =
anTeC=anT).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Aplicagdo numérica: sejam m, = 7,8cm, e, =5cm e R = 7cm.

Resolvendo a equag@o (4.68) com estes valores, obtemos ¢; = /1274 e
0y = +/93,6. Dai, com (4.63), h, = bea — /16,25 cm e h = %;“ = @cm.

2R
A partir daqui prossegue-se como no primeiro procedimento.

Exercicio 316) <m,,e,,R>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(b2 + (32) —a? = 4ma2 (469)

aclb+c—a)latb—c) _ , (4.70)
(a —¢)? ’ .
(abe)? _ g (4.71)

(2bc)? — (b* +¢* — a?)?

Como <m,_,e,, R> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.69)—(4.71)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 317) <m,,e,,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0* +¢*) —a® = 4m? (4.72)

be(a+c—Db)(a+b—c) ,
= 4.73
(b _ C)g ea ( )

2 2 )2
[a‘ (b C) ](b+ c a‘) — 4,,,.2 (474)
(b+c¢)?—a?

Como <m_,e, ,r> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.72)—(4.74)

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 318) <m,,e,,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(b2 4 02) —a? = 4ma2 (475)

ac(b+ c(; i) St+ b—c) _ & (4.76)

[ — (b~ )*)(b+ c —a)?
(b+oF—a

= 4 (4.77)

Como <m_,e,,r> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.75)-(4.77)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 319) <m,,e, r,>

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200° +¢*) —a® = 4m? (4.78)
be(a+c—b)(a+b—c) _
e = (4.79)
[a>—(b—c)’llat+b+c)®
(b + c)2 —a? - 4Ta (480)

Como <m_, e, ,r, > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.78)—(4.80)

a’%ar

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 320) <m,,e ,r,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

20° +¢°) —a® = 4m? (4.81)
be(a+c—0b)(a+b—c) _
e =e’ (4.82)
b —(a—c)lla+b+c)®
(CL + c)2 — b2 - 4Tb (483)

Como <m_,e_,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.81)—(4.83)

a?’? “a’?

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 321) <m,,e,,T, >
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
200°+ ) —a® = 4m? (4.84)
ac(b+c—a)(a+b—c)
=0y =e’ (4.85)
[ = (b= o)*)(a+ b+ )
Gto—a = 4r? (4.86)

Como <m_,e,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.84)-(4.86)

PREA S

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 322) <m,,e,;r,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(b2 4 02) ~ CL2 — 4mj (487)
ac(b+ c(; i) ((;t+ b—c) _ & (4.88)
wol et (489)

Como <m_,e,,r,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.87)—(4.89)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 323) <m,,e,,r.>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

20° +¢°) —a® = 4m? (4.90)
ac(b+c—a)(a+b—c) _
PISPE =€ (4.91)
¢ —(a—0b)lla+b+c)
(CL + b)2 —c? - 4Tc (492)

Como <m,_,e,,r,> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.90)—(4.92)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 324) <m,,R,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(b2 + 02) — CL2 =1 4mj (493)

(abe)? -
2bo): — (B ¥ —a2) R (4.94)
[a® — (b—¢)?](b+c —a)? e .

(b+c)>—a?

Como <m,_, R,r> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.93)-(4.95)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 325) <m,,R,r >
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

200° +¢*) —a® = 4m? (4.96)
(abc)?
(2bc)? — (b* 4 ¢ — a?)?
[@®> = (b—¢)*)](a+b+c)?
(b+c¢)?—a?

= R (4.97)

= 4r? (4.98)

Como <m_, R,r > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.96)—(4.98)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 326) <m_,R,r,>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

2(0° 4-.¢") —a* = dm] (4.99)

(abe)? .
(2bc)2 — (b2 + ¢z —a2)? R (4.100)
0* —(a—cPflatb+c) 4 o

(a+c)?—b

Como <m,_, R,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.99)-(4.101)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 327) <m,,r,r,>
Método do problema jé resolvido

Como <r,r_, h, > formam um datum, conhecemos <h_,m_,7> e ja sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 247).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 328) <m,,r,T,>
Método do problema ja resolvido

Como <r,7,,h,> formam um datum, conhecemos <h,, m_,r> e j4 sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 248).

Discussao: o problema possui 0, 1 ou 2 solugoes.

Exercicio 329) <m,,r,,r,>
Método do problema jé resolvido

Como <r,,r,,h > formam um datum, conhecemos <h_,m,,7, > e ja sabe-
mos como resolver este problema (ver o exercicio 252).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
Exercicio 330) <m,,r,,T,>
Método do problema ja resolvido
Como <r,,r_,h,> formam um datum, conhecemos <h_,m_,7,> e ji sabe-

mos como resolver este problema (ver o exercicio 250).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 331) <d,,d,,d,>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a*be
NSt S | 4.102
be b o d’ (4.102)
ab’*c
Gt Sy S 4.1
ac T d (4.103)
abc?
b=r— =d’ 4.104
C lavop (4.104)

Como <d,,d,,d_ > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.102)-(4.104)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Utilizando-se a teoria dos sistemas de equagGes nao lineares (ver [2], por
exemplo), pode-se demonstrar que (ver [4]) o sistema (4.102)—(4.104) possui
sempre um e somente um ponto fixo. Assim, tem-se a seguinte

Discussao: o problema possui sempre uma e somente uma solucao (pode-se
“construir”sempre um e somente um tridngulo).

Observagao: para demonstrar a existéncia e unicidade do ponto fixo do
sistema (4.102)—(4.104), os autores de [4] serviram-se do seguinte
resultado preliminar:

b+c:\/dj+(p—b)2+\/dj+(p—c)2 (4.105)

Para a demonstragao de (4.105), ver o teorema 2.6 em [1].

Por outro lado, em [3] Victor Oxman demonstra a unicidade do
triangulo usando somente argumentos sintéticos, sem usar andlise ou
trigonometria.

Exercicio 332) <d, ,d,,e>

b? “a

Método do problema ja resolvido

Como <d,,e,,h,> formam um datum, conhecemos <h_,d, ,d,> e ja sabe-

a?l“a?

mos como resolver este problema (ver o exercicio 254).
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Exercicio 333) <d,,d,,e>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a’be
be— ——=d’ 4.106
o= (4.106)
ab’c )
% = 4.107
P (a+c)? 4 ( )
b(b — —-b
ab(b+c—a)la+c ):62 (4.108)
(a—10)? ©

Como <d_,d,,e > sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.106)—(4.108)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 334) <d,.d,,R>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

*be
be — ﬁ e (4.109)
ab’c )
ac — (at o =d (4.110)
(abc)? 2

@) — (Pt —a) & (4.111)

Como <d_,d,, R> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.109)—(4.111)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 335) <d,d,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

. % _ (4.112)
A (aa_[:—zi)g e (4.113)
— (?b_;():;]z(i;c — Wy (4.114)

Como <d_,d,,r> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.112)-(4.114)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.




“trianguloscreen?” — 2015/3/? — 16:34 — page 32 — #35

32 CAPITULO 4. CONSTRUCOES E SOLUCOES ALGEBRICAS
Exercicio 336) <d,,d,,r,>

Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a’*be )
ab’c )
ac— T d; (4.116)
[@>=(b—cfllatbte)? .,
per = 47" (4.117)

Como <d_,d,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.115)-(4.117)

a’ ’b)

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
Exercicio 337) <d_ ,d,,r;>

ar Wy

Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a’be >
ab’c )
ac — L =d (4.119)
[ —(a=bFllatbte)?
b= — 41’ (4.120)

Como <d_,d,,r > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.118)-(4.120)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 338) <d, e, e>

a’)¥a)

Método do problema ja resolvido

Como <d,,e,,h,> formam um datum, conhecemos <h_,d_,e,> e ja sabe-

a?l“a?

mos como resolver este problema (ver o exercicio 257).
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Exercicio 339) <d,, e, e>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a’be
be— —+==d’ 4.121
A (il (4.121)
b — b—
ac(b+c—a)(a+b—c) _e (4.122)
(a —c)?
b(b — -b
abbfe—alate=b) _ . (4.123)
(a—b)? ©

Como <d_,e,, e > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.121)-(4.123)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 340) <d, e, R>
Método do problema ja resolvido
Como <d_,e,, h,> formam um datum, conhecemos <h_,d, , R> e ja sabe-

mos como resolver este problema (ver o exercicio 261).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 341) <d, e, ,R>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

he — % - (4.124)
ac(b+ C(; i)glj' b—c) =’ (4.125)
(abc)2 — R? (4126)

(2bc)? — (b*> 4 ¢ — a?)?

Como <d_,e,, R> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.124)-(4.126)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 342) <d, e, r>

a’Car

Método do problema jé resolvido

Como <d_, e, h,>formam um datum, conhecemos < h_,d_,r> e ji sabemos
como resolver este problema (ver o exercicio 263).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solucao.

Exercicio 343) <d,,e,,r>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a*be 5
b = (4.127)
acb+c—a)latb—c) _ , (4.128)
(a0 b '
@ = (b—cf)b+c—ay _
e _ar (4.129)

Como <d_,e,,r> s@o conhecidos, podemos resolver o sistema (4.127)-(4.129)

PR

com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 344) <d, e, r,>

a’“a’l

Método do problema ja resolvido

Como <d_,e,, h,> formam um datum, conhecemos <h_,d, ,r,> e ja sabe-
mos como resolver este problema (ver o exercicio 265).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.

Exercicio 345) <d, e, r>

a’?’b

Método do problema ja resolvido

Como<d_,e,,h,>formam um datum, conhecemos<h_,d, ,r,> e ji sabemos

a’ Car

como resolver este problema (ver o exercicio 266).

Discussao: o problema possui 0 ou 1 solugao.
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Exercicio 346) <d, ,e,,r,>
Método algébrico
Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a*be
be— ———=d? 4.130
Tl (4.130)
ac(lH—c—cL)(cH—b—c):e2 (4.131)
(a = c)? b
2 _ 2 2
[a®> — (b—c¢)*](a+b+c) _ 4 (4.132)
(b+c)?>—a? °
Como <d_,e,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.130)—(4.132)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
Exercicio 347) <d,e,,r>
Método algébrico
Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:
a’be
be— —— =d? 4.133
T lwer (4:133)
ac(b—i—c—a)(a—!—b—c):62 (4.134)
(a —c)? b
2. _ 2 2
- @-oletbrof _ . (4.135)

(a+c)>=b?

Como <d_,e,,r,> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.133)—(4.135)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 348) <d,e,,r.>
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a’bc o
be — m Y (4.136)
acb+c—a)atb—c) _ , (4.137)
(a —c)? v .
[ —(a—bPflatbtc)? _ e (4.138)

(a+0b)?—¢?

Como <d_,e,,r.> sdo conhecidos, podemos resolver o sistema (4.136)—(4.138)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Exercicio 349) <d,,R,r>
Método algébrico

Comecamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a*be )
e rar & (4.139)

(abe)? o
G — (Pt ey ° (4.140)
@ — (- cffb+e—a) _ , o

(b+c¢)? —a?

Como <d,, R,r> sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.139)—(4.141)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.

Exercicio 350) <d,,R,r >
Método algébrico

Comegamos escrevendo o seguinte sistema de equagoes nao lineares:

a*be )
be-Gror % (4.142)

(abc)? e
2bc) — (P + & —a?)2. R (4.143)
@ —(b-cfatbte? ., i

(b+c¢)?—a?

Como <d_, R, r, > sao conhecidos, podemos resolver o sistema (4.142)-(4.144)
com um programa qualquer, obtendo assim os lados a, b e c.
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Triangulo dados <m,,d,, R>

Figura 4.183: Exercicio 304 — Segundo procedimento.




