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APRESENTACAO

Este livro foi escrito pensando tanto no leitor que estuda o ‘assunto pela primeira
vez quanto naquele que gostaria de encontrar em um s6 volume uma coletanea de
defini¢oes e férmulas que costumam ser obtidas somente apés’ consultas a diversas
obras.

O volume é dividido em duas partes distintas. Na_primeirag” expoe-se a teoria
freqiientemente encontrada na literatura sobre o assunto_e, na segunda, propoem-se
setenta e cinco exercicios, muitos dos quais subdivididos«em otitros-trés, selecionados
de modo a que sejam resolvidos aplicando-se os conhecimentes’'adquiridos com a
primeira parte. Dessa forma, o leitor poderda acompanhar seu proprio progresso e
perceber suas duvidas e dificuldades. Ocasionalmente, alguns exercicios, como 0s
vigésimos sexto e sétimo, exigirao mais do leitor e sérvirag'para o desenvolvimento e
a introdugao de novos resultados.

As solugoes detalhadas de todos os exercicios encontram-se no capitulo que segue
os enunciados dos mesmos. Assim, o estlidante e o professor a procura de novos
exemplos e exercicios terao farto material(a“sua disposigao.

Por tratar de um assunto fundamental a formacdo de qualquer profissional que
lide com numeros, graficos, variagoes e modelos-matematicos de modo geral, a obra
certamente serd ttil aos estudantes de Engenharia, Matematica, Fisica, Informatica,
Economia e outras disciplinas quesse valem de um curso basico de Célculo.

Os autores



PREFACIO

Este manual foi escrito com o objetivo de servir a todo tiposde leitor. O leitor
que ja estudou os temas aqui tratados utilizard o manual quandd precisar rever uma
defini¢ao ou férmula, consultando somente as partes tedricaspdo volume (capitulos 1
a 3) ou os exercicios propostos. O leitor que estuda o assunto.pela primeira vez deve
ler este manual com o apoio de um livro-texto. Este manual foi escrito para suportar
e aprofundar os temas tratados previamente por um livro=texto.

A experiéncia como estudante e professor nos ensinou que. ¢ melhor modo de
assimilar um tépico em Matematica é através da regolucao defexercicios—e muitos!
Constatamos, no entanto, que os livros-texto nao ténias solugoes para os exercicios
propostos e, freqiientemente, nem mesmo as respostas. Pomun&o estar certo do seu
raciocinio, o estudante se vé frustrado em seus lesforcos.dé compreensao ao pensar
ter resolvido um exercicio, ou entao, apds passart um certo‘tempo tentando resolvé-lo,
permanece sem conhecer a solugdo do “quebrascabeca”. (Assim, nosso intuito foi o de
fornecer as solugoes (completas) a todos os exeéreiciospropostos.

O manual apresenta, no inicio, de um modo bem conciso, as nogoes e féormulas
usuais na literatura do assunto, propondo(eém.seguida/uima série de exercicios, muitos
dos quais subdivididos em outros trés, para que o leitor possa aplicar os conceitos
introduzidos previamente. Os exercicio§ ftentam seguir um certo grau de dificuldade,
mas o objetivo foi o de agrupé-los por assunto, . de.maneira que um resultado obtido
num dado exercicio possa vir a ser aplicado, como resultado parcial, num exercicio
posterior. As solugoes dos exercicies aparecem_apés o enunciado global dos mesmos,
antecedendo o apéndice, o qual in€lt uma breve introdugao sobre limites de fungoes
e uma lista de férmulas de integracdo. A bibliegrafia e referéncias encerram o volume.

Luis Lopes e Eduardo Morais

Rio de Janeiro, RJ
Junho, 2004.
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CAPITULO

1

DERIVADAS

1.1 DEFINICAO DE DERIVADA NUM PONTO

Seja f uma funcao real de variavel real x definida num' certo'intervalo Z tal que
y = f(z). Consideremos um ponto qualquer z, € Z.<Dizemos que)f ¢ derivavel em
relagao a varidvel x no ponto z, se existir o limite do quociente

&_ f(x0+h)_f(xo) _ f(x)_f(xu) (11)

Az h A" -z
quando h — 0 ou * — z,, onde h = z — z, % 0. Noscaso afirmativo, tal limite
chama-se a derivada de f no ponto x, e é representado por)f’(z,).
A derivada, sendo definida como um limite;tém, portanto, um cardter local, cujo
valor difere do quociente em (1.1) por um erro’que dépende de Ax, ou seja, quando
Az é bem pequeno, A—Z = f'(z,) + e(Ax)y=¢om Algicmoa(Ax) = 0. Assim, dado o

A
acréscimo Az, podemos escrever o acrés¢inio correspendente Ay da seguinte forma:

Ay = f/(29)Ax + &(Az) - Az

Com isso, numa vizinhanga bem/pequena delz;, é possivel expressar f como um
polinémio (de grau < 1) em Az mais wm reste, considerado desprezivel:

[z, + Az) = flz,) +f4x,) - Az + r(Ax) (1.2)

1.2 SIGNIFICADO GEOMBTRICO

Sejam a curva C' o grafice da funcao f e x, um ponto qualquer do seu dominio.
A interpretacao geométrica da derivada é dada a seguir:

a derivada de f emSxgirepresenta o coeficiente angular da reta tangente a
curva C' no pontoNZ,, f(z,)).

De acordo com a figura 1.2, a inclinacao da reta tangente pode ser considerada
como o limite das inclinagoes das retas secantes que passam pelos pontos (x, f (x)) e
(2o, f(z,)) quando z — .



CAPITULO

2

FORMULAS DE
DERIVACAO

2.1 FUNCAO CONSTANTE
Sejay = f(z) =k, ke R.
Ay _ flz+Az)—f(x) _k—FK 0

Az Az =2 B TN
g 1 ﬁz 1 =
VT A B T
dy
= = 2.1
1 =9 (2.1)
2.2  FUNQAO IDENTIDADE
Sejay = I(z) = .
%_I(w—i—Am)—I(m)_x—f—A:v—x_g_l
Az Ax n Ax Az
AT &:
y_Al.iIEoAm 1
dy
-4~ 2.2
¥, (22)

Como dy = f'(z) Az = I Az = Az, pondo dz = dy implica que dz = Ax. Esta
é a diferencial da varidvel independente quando y = f(x). Reescrevendo (1.2) como
dy = f'(x) dzx, a equivaléneia (1.2) é verificada pela igualdade: % = f'(z) = dy/dx.
O 1° membro da 1* igualdade é uma notacao da funcao derivada, enquanto que o 2°
membro da 2% igualdadey um quociente de diferenciais, como pode ser visto com o
auxilio das duas equagoes acima:

de (2.1), dy=0x dv =0= % =0 = dy/dx;

de (2.2), ¥ =1 =da/dx = dy/dx.



CAPITULO

3
TOPICOS ESPECIAIS

3.1 DERIVADA LOGARITMICA

~ ” va K
A derivada logaritmica da funcao w, expressa como &, éwusada para facilitar o
, €Xp J p

célculo de u’ valendo-se das propriedades do logaritmo natural e sua.derivada.
Exemplos:

1) Produto de funcoes
Seja y = f(x) = ur(x)uz(x) ... up(x), u; # 05, i = Iy=2, n.

Aplicando-se o logaritmo natural, vem:

Iny =1n f(z) = Wluugy™uy,)

Usando a propriedade do logaritmo doprodute;robtemos:

Iny = Inurdnus +4. H Inu,

Derivando ambos os membros ewalendo-se/das férmulas (2.2) e (2.2) resulta:

’ o o
y7:i1+ By ?
Y Uy us Uy

uy
uh !

! u/l Unp,
Y =urlgl S up == F — + -+ —
Uy (%) U,

/ L / /
Y =0T . Uy F U U Uy F o ULUS Uy,

d
—(urtg .. Up) = iU Uy FULUY Uy e U U ., (3.1)

dx




CAPITULO

4

EXERCICIOS

Calcule as derivadas das fungdes dadas nos exercicios 1 a)25, simplificando as

respostas sempre que possivel. Para nao sobrecarregar o texto, é deixado a cargo do
leitor determinar o dominio das fungoes. Exemplos, y =z =2 >0, Inz =2z >0e

1/x = = # 0. Assuma também que m,n € N.

Exercicio 1)

a) y=2x>—32% +6x—5

b) y = az® 4+ bz — ¢

c) y = (azz® — apx® — a1z + ag
Exercicio 2)

8) y = (ba?+a—1)°

b)y=vi+taz

¢)y=Var?+bz+c
Exercicio  3)

a)y= 33 +22+1

b) y = (22 + 1)z — 1)

¢) y = (a+a)"(b+ )"
Exercicio 4)

a)y=(r+a)Va—z

b) y = 2% V2x

) y=z"/(b+a)

Exercicio 5)

a)y=1/z
b) y = /(1 - 2)°
c)y=1/z"

)8

Exercicio' 6)

a) N\
ANEYe=F)
b) y = (e +1)/(z—1)
32
c) y= T
Exercicio © 7)
azx?® + bz + ¢
a)y:2—
Ax?2 + Bx +C
222 + 2 +3

by y= - LT
)y 3(x? 45z +1)

c)y=2x/(x? +1)

Exercicio 8)

2) y = (1fzz:)m

z+1

b =
)y=1\l"7
va?+1
V=T

Exercicio 9)
a)y=Inz
b) y = In(lnx)
c) y = In(2? + ¢”)
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Exercicio 70)
a) Seja y = Arctanh z. Calcule y’ pelo método apresentado na secao 3.1;
b) Seja f(z) = tanhz = 22%; Mostre que g(z) = f~!(z) = Arctanhz =
= 3 In(§£2). Calcule ¢'(z) e verifique o resultado do item a).
Exercicio 71)

a) Mostre que a fungao y = f(z) = 2 + V4 — 22 possui uma fungao inversa
z = g(y) no intervalo 0 < = < 2. Sendo f(v/3) = 3, calculevy(3) e ¢'(3);

b) Mostre que g(y) = /4y — y%. Calcule ¢(3), ¢'(y), ¢A3) e verifique os
resultados do item a);

c) Calcule 3’ usando a férmula da derivada da fungao-inyversa.

Exercicio 72)  Mostre que f(z) = m‘é’fl possui uma inversaze calcule (ffl)/(Q).

Exercicio 73)  Seja f(x) = 2v3 + 22. Calcule (f_l)/(—2).

Exercicio 74)  Sejam f uma fungdo continua e g: R(=>R
&% g(x)£(@r? + bz +c)f(x)
Se f(0)=c e lin%) % = b, calcule ¢'(0).

Exercicio 75)  Resolva a equagao y' + S —

Va2 +1

Sugestao: considere t = In (x 4+ V22 +1Y=como varigvel independente.

Nota:

Equacgoes do tipo v’ + ky = 0 saewchamadas_equagoes diferenciais de 1* ordem,
por envolver apenas derivadas de 1* ordem, cuja/Selucao tem a forma geral:

kx

y=cel™ comenk € R.
Com efeito, sendo y # 0, teni-se y?/ =4K= % (lny) oud(Iny) = —kdz.
Aplicando a antidiferenciacéo’em d (Iny), resulta: Iny = —kx + b.

kx+b b

Assim, y = e~ = e e 7 {Pondere= ¢°, tem-se a forma geral acima.

www.escolademestres.com/qgedtexte



CAPITULO

5!

SOLUCOES

Exercicio 1)
Férmulas usadas: (2.1) — (2.2) e (2.2).
a) y=122° — 322 +6x -5
y = (22° — 32% + 62 — 5)’
= (22%) = (32%)" + (62)’ — (5)'
=2(z*) = 3(z®) 4+ 62" — 0
= 62’2 — 6za’ + 62
=6z —x+1)
b) y = az® 4+ bz — ¢
y = (az® + bz — ¢’
= (a?) + (b2 — ()
=a(z®) +b’ —0
= 2azxx’ +ba’ = 2ax +b
c) y = (azz® — asz® — a1 + ao)®
u = a3m3 — a2x2 —a1x + ap
u = 3a3x2 — 2a0x — a1
y=u® =y =8u"
y =8 (3a3x2 — 2a2x — a1) X

X (a3x3 — asx’ —=arw + a0)7
Se y = f(z) é um polindémie-de grau n:
Y= anz"” +an_12" " iy + a1z + ao
entdo sua derivada 3’ é dada por:

v =na,z" " + -+ a (5.1)

Exercicio 2)

a) y = (3 d=7)°

e o)
u=gr tr—T=u =x+1

(242)
o = U3 y/ _ 3u2u/

y':3(x+1)(%x2+x77)2

b)Yy'= V14

2\/62 21+

Usando também a férmula (2.2):

c)y=Var2+br+c
u=az’+br+c . v =2ax+b

(2.2) \3/6 ,

y=Ju=1y' = Y—u
3u

, (2ax +b)Var? +br + ¢
3(az? 4+ bz +c)
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Exercicio 3)
a)y= V33 +a22+1
u=3"+2+1 - W =92" 42
y= Vi = [(22)]

. (9:52 +22)v/3x3 22 4+ 1
v 4 (323 + 224+ 1)

b)y=(z+1)(x—1)

u=a+1

!
u =2

v=x—1
v =1
22, ’ ’
Y=uv=1Y =uUvV +u 0
y =@ +1) + 2z(z—1)
=327 -2z +1
c)y=(a+z)" (b+x)"
u=a+z v=b+tz u =0 =1
y=u"v" = [(2.2) e (2.2)]
yl — um(nv"_lv') _|_ (mum—lul) Un
= n(a+z)" (b+x)"" + m(a+x)™ " (b+x)"
= (a+2)" " (b+2)" " [n(a+z) + m(b+x)]
Exercicio 4)
a)y=(rx+a)Va—=x

u=x+a v =

a—x
u =1 v ya—zr
2(a — x)
Yy=uv y/——(era) aim—!—\/m
2(a — x)
b) y = 2*v2x
u=x? v =2
’ ’ \/21’
u =2z v ==
2

Q) y=a"Ybrar

u=z" U:4(b+$)n
n—1 4 n
SRR Y (20 it A )

4 (b+x)"

y:uw:>y/:uv/+u/v

v " n(btx)" Y/ (b)) rfl

M1/ n
1bra) xR/ (b+x)
2™ (b)) 3/ (bt )™ [(dmtn) z+4mb]
B 4 (b+x)"
Exercicio 5)
1
a)y= -
(2.2)
y e = gt l(x) !
— —(1,’_2 = —i
22
Usando também a férmula (2.2):
u=1ecv=uc
Mo—1 1
N2 T2
k
b) y = -
) LG
u=k v=>1-z)
u’=0 v =31 -2’1 -2z
=-3(1 -=x)°
, o ou —uv’
Yy =— — Yy = 3
v v
. 3k
N
1
c)y= —
Y= l‘in . y/ _ nl‘inil(l‘)/
— _pg— D
B n
T et

www.escolademestres.com/qgedtexte
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Exercicio 6)
a) y=22/2(z+1)

y:—:>y 4(x+1)2
z (z+2)
2 (z+1)?
z+1
b)y=""—

v (z—1)2
_ 2
o (z—1)2
)y=2*/VI+z
u=a’ v=+V1+zx
/ ’ 1+x
u =2 v o=
2(1+2)

2 14+x
L 20/1+x —x 3(+)

1+x

_x/14+x(4+3x)

T 2(1+2)2
Exercicio 7)

az?® +bx + ¢
a)y:27

Ax?2 + Bx + C

u=az’+bx+c u = 2ax +'

v=Az> + Bz +C v =2A% =B

vu' = (Az® 4+ Bz + C) (2anlb)
uwv' = (az” 4 bz + ¢) (2AB+B)

, _ (aB-Ab)z*+2(aC—-Ac)a+(bC-Bc)

B (Az? 4+ Bp()?

a b
A B

b c
BC

a C

AC
(Az? 4+ Bz + C)?

2242

m—l—‘

by y— 2% +x+3 (=1 2:1’2+x+3)
3(x2 + 5+ 1) 3 x24+5x+1
21 23
, 1115 11
Y73 (x2 + 5z + 1)2
922 — 22 — 14

51

m2+2‘

x+'13‘

) y= 2x (:0x2+2m+0)
2+ 1 22401 + 1
02 00
10 11
(@2 +1)2

27842 2(2®—1)

- (x2+1)2 _7(1:24_1)2

01

58

H‘zo‘

’

y:

Exercicio (8)

m—1

= A= gyt

P R 2
= U = ———7-
z—1 (x—1)2

x+1

¥ R ) IR | z—1
Um 5 21 G2 = T @02 Voart
r—1
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APENDICE

A
LIMITES DE FUNCOES

Sendo a derivada de uma funcéo definida como um limite, paréceu-nos conveniente tratar
do assunto a fim de preencher esta lacuna, dando a esta obra um! carater mais completo, sem
querer, no entanto, dissertar profundamente sobre o tema, o gual pode ser visto com mais
detalhes na literatura de Andlise Matemadtica e/ou Célculo T

Vamos nos restringir, portanto, a defini¢ao de limite de uma funcao €.a0s resultados tteis
a uma melhor compreensao do presente manual.

A.1 DEFINICAO DE LIMITE DE UMAJ/FUNGAO

A nogéo de limite surge quando estamos interessados“em saber como se comporta uma
funcao f: Z C R — R préxima de um ponto a ¢ Zf JPara.isso;tomamos uma pequena
vizinhanga V centrada em a e de raio §, V = (al~dya + 6)! Contudo, avaliar f(z) em
V significa que devemos restringir V aos pontos{z € Domi(f), ou seja, devemos tomar
V,=ZINV={zx€Z:0<|z—al<d}aoinvésde V. A-questdo que se poe entdo é: ao
aproximar de a os pontos x € V;, os valores f(&) se aproximam de um ponto L € Im (f)?
Se existe o ndmero real L, este é o limite de/ f(x) quando x tende para a e escreve-se
L = lim f(z). Quanto mais préximo x d¢ @y mais proximo f(z) estard de L. Assim,

r—a

dada uma pequena vizinhanga V. C Im (f)=«centrada e r e de raio ¢, V. = (L —¢,L + ¢),
devemos ser capazes de exibir uma vizinhanca V tal que™f(V,) C ).

Definicao: Seja f: T C R — R.

lim f(z) =L se VYV, 3V, tal quexz € V, = f(z) € ).

T—a

Observagoes:
1. Se a € Z, nao se tem necessariamentesf(a) = L. Contudo, quando lim f(z) = f(a)
diz-se que f é continua; o
2. Se # lim f(z), indica-se<lim f(z) = co;
T—a T—a

limite & direita: lim f(z) =L

T—a

limite & esquerda: lim f(z) =L

T—a

3. Limites laterais de_f(z) quando z tende para a:

sendo que |z — a| em V), torna-se (x — a) quando z — a™ e (a — z) quando z — a™ ;

4. O numero real 6 depende do nimero real €.



APENDICE

B

FORMULAS DE
INTEGRACAO

B.1 DEFINICAO DE INTEGRAL INDERINIDA

A antiderivada de uma funcéo f é também chamada integral indefinida: O objetivo deste
apéndice é o de exibir algumas integrais indefinidas com.¢ auxilio deswesultados descritos
nesta obra. A definigao ao final do capitulo 1 é reescrita‘a _seguir.

Seja f definida em um intervalo aberto Z, Z C R.

Definicao: F(z)= [ f(xz)dx é a integral indefinida de f em Z, se F'(z) = f(z), Vz, x € Z.

Teorema: Se f'(z) =0, Va, z € Z, entao f é constante em Z.

Demonstragao:

Supondo que f nao seja constante em (ZFy.existemnty ©, € Z com z, < z, tal que
f(x,) # f(x,). Por hipétese, f'(x) =0, Vur#:€ [z,, 23). Portanto, f é continua em [z, z,]
e, pelo Teorema do Valor Médio, 3¢ € (my,ay) taluque

f(c)= Ja) = fz) _ 0= f(z,)=J(z,) (absurdo!) |

Ty — Ty

Teorema: Se f'(z)=g'(z), Vx, z € Z, entao Ik, k € R tal que f(z)=g(x)+k,Va, z € L.

Demonstracgao:
Fazendo h(z) = f(z) — g(z) tem-se, por+hipétese, h'(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0,Vx, v € T.
Do teorema anterior, 3k, k € R tal que h(z) =k, Vz, x € . [ |

Este resultado implica osseguinte

Teorema: Se F(z)= [ f(z)dz entdo F(z)+ C, C € R, é a antiderivada mais geral de f.

Demonstracao:
Seja G(x) # F(z) outra antiderivada de f em Z. Por definigao, F'(z) = G'(x) = f(x).
Portanto, do teorema anterior, 3C, C' € R tal que G(z) = F(z) + C, VY, x € T. |
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B.2 FUNCOES LOGARITMO E EXPONENCIAL

Ex.29 /

1) y=mju = y ==
u

/@:ln|u\+0
u

Ex.10b

2) y=ulnu = ¢y =(1+Inu)d

/lnudu:ulnu—u—i—c

1 1 1

3) W —a® 20 (u—a) 2a(u+a)

du 1 du 1 du

u? — a? 2a Ju—a 2a)u+a

= ;- (Inju-a|- Inju+al) + C

:ﬁln|ﬁ|+0, u#a#0

1)

du 1
u—a
/az —u? _Eln|u+a|JFC

Lpie 0

a u=a

(2.2)
5) y=d" = y' =a" (na)u

/a“duza—-i-c
Ina
/e“du:e“—&—C

7) y=ue" =/y=(1+u)e"u

/ue“duze“(u—l)—i—C

B.3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS:

a.1) (1 + tan®u = sec®u) = (sin®u 4 cos’u = o= (cot’u + 1 = csc?u)

2 _1—tan2u

a.2) cos2u = cos’u —sin®u = 1 — 2usin®u = 2 cos” i — 1 = —

tan o — tan (3
a.3) tan(a — ) = T+ tena tand tan

(2.2) )
8) y=cosu = y = —sinuw

/sinudu: —cosaut C

) (2.2)
9) y=sinu — y =cosuu’

/cosuduz sinu + C

sec2u 1+ tan?u

[tan0 =10/= tan(—f3) = —tan3; tan § = 1]

10) v =cosu = dv= —sinudu
/tanudu:/smu du = —In|cosu| + C
cosu
= In|secu| + C

11) v =sinu = dv = cosudu

/cotudu = / €O = Injsinu| + C

sinu

www.escolademestres.com/qgedtexte
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Ao0s nossos leitores

Os autores gostariam de conhecer sua opiniao sobre a apresentacao e o conteudo
deste manual. Escreva para:

Luis Lopes @

Praia de Botafogo, 440  Sala 2401

Botafogo Rio de Janeiro, RJ Q)
22250-040 o

ou

E-mails: ged_texte@hotmai @*
ged.texte@sympatico.ca

Os mesmos enderegos podem ser utilizados paracﬁalicitaf e outros exemplares

e titulos. ¥ .
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