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APRESENTACAO

Este livro foi escrito pensando no leitor que estuda o assunto pela primeira vez e
naquele que gostaria de encontrar num sé volume uma coletanea de definigdes e
férmulas que sao obtidas somente apds consultas a diversas obras diferentes.

O volume ¢ dividido em duas partes distintas. Na primeira parte, expoem-se os
resultados mais importantes, freqiientemente encontrados na literatura do assunto, e
na segunda propoem-se cento e trinta exercicios, muitos dos quais subdivididos em
outros trés. Os exercicios foram escolhidos de modo que o leitor seja capaz de resolvé-
los aplicando os resultados apresentados na primeira parte do volume. Desta forma
o leitor podera verificar seus conhecimentos e dificuldades. Ocasionalmente alguns
exercicios, assim como os quinze ltimos, exigirao mais do leitor e servirao para o
desenvolvimento e introdugao de novos resultados.

As solugoes completas e detalhadas de todos os exercicios encontram-se ao final do

volume. Assim, o estudante e o professor, & procura de exemplos e exercicios, terdao
farto material & sua disposicao.

O autor



PREFACIO

Este manual foi escrito com o objetivo de servir a todo tipo de leitor. O leitor que ja
estudou os temas aqui tratados utilizara o manual quando precisar se lembrar de uma
definicdo ou de uma férmula; para tal ele terd somente que consultar as partes tedricas
do volume (capitulos I a V) ou olhar os exercicios propostos. O leitor que estuda o
assunto pela primeira vez deve ler este manual com o apoio de um livro-texto. Este
manual foi escrito para suportar e aprofundar os temas tratados previamente por um
livro-texto.

Nossa experiéncia como estudante e professor nos ensinou que a melhor maneira de
assimilar um assunto é através da resolugao de exercicios—e muitos! Nés constatamos
que os livros-texto nao fornecem as solugées dos exercicios propostos e freqiientemente
nem mesmo as respostas. O estudante se vé assim frustrado nos seus esforcos de
compreensao pois nunca pode estar certo do seu raciocinio se pensa que resolveu
um exercicio corretamente ou entao, apds passar um certo tempo tentando resolvé-
lo, permanece sem conhecer a solucao do “quebra-cabega”. Neste manual, nossa
preocupacao maior foi de apresentar uma solugao completa e detalhada a todos os
exercicios propostos.

Este manual apresentara, no comego, de uma maneira bem concisa, todas as nogoes
e féormulas que nés consideramos as mais importantes e que sdo normalmente encon-
tradas na literatura do assunto. Nés proporemos, em seguida, cento e trinta exercicios,
muitos dos quais subdivididos em outros trés, a fim de que o leitor possa aplicar os di-
versos conceitos introduzidos previamente. Os exercicios seguem uma certa ordem de
dificuldade mas nosso objetivo principal foi de grupéa-los por assuntos. Em cada grupo
eles sao colocados de maneira que um resultado obtido num exercicio possa vir a ser
aplicado, como resultado parcial, num exercicio posterior. As solugoes dos exercicios
encontram-se no final do volume, juntamente com a bibliografia e referéncias.

Finalmente, queremos agradecer ao professor Eduardo Wagner pela recomendacao
e fornecimento de publicagoes Uteis e interessantes, entre as quais destacamos [15] de
onde tiramos diversos exercicios; e a Lucie Bibeau por seu apoio e sugestoes.

Luis Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Marco, 1999
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CAPITULO |

FUNCAO EXPONENCIAL

1) Definicao da funcao exponencial

Seja @ um numero real tal que a € RY — {1} (0 < a # 1). Chama-se funcao
exponencial de base a & funcdo f de R em RT que associa a cada nimero real = o
untco nimero real a”. Temos entao:

fiR—=R*

v @)=y =d".

O contradominio (ou conjunto de chegada) da funcdo exponencial é o conjunto dos
numeros reais positivos pois, como a > 0, entao y = a* > 0 Vx € R.

Exemplos de fungoes exponenciais:

Todas as fungoes acima sao fungbes exponenciais; entretanto, a funcao exponencial

que tem por base o ndmero irracional e, definido como e = lim, (1 + %)z, é tao

mais importante que as outras que quando falamos funcao exponencial, sem maiores
detalhes, na realidade estamos nos referindo a fungao y = e”.

Mostra-se que (ver [1] ou [24], por exemplo)

=1
612512,718281....
=0

2) Grafico da fungdo exponencial

A figura 1 mostra o gréfico da fungao exponencial para diversas bases diferentes.



CAPITULO 1l

FUNCAO LOGARITMICA

1) Definicao de logaritmo

Seja a um numero real tal que a € RT™ — {1} (0 < a # 1). Chama-se logaritmo,
na base a, do nimero real positivo b, ao expoente (inico) ¢ que se deve dar & base a
fim de que a poténcia obtida seja igual a b. Representa-se por ¢ =log, b e 1é-se ¢ é o
logaritmo de b na base a.

Assim, segundo a defini¢ao e a representagao, podemos escrever entao:

log,b=c < a°=b Va,beR" e a#1.

Exemplos:
i) logs 25 = 2 pois 5¢ = 5% .. ¢ = 2.
ii) loggys 25 = 0,5 pois 625¢ = 52 = 5% = 52 -, ¢ = 0,5.
iii) logy 5 25 = —2 pois (1) =52 =5"°=5% " c= 2.
iv) log, 8 = 3 pois 2¢ = 23 . ¢ = 3.
v) logy 8 = 1,5 pois 4¢ = 8 = 22¢ =23 . ¢ = 1,5.

2) Propriedades dos logaritmos

Como conseqiiéncia da defini¢ao, os logaritmos possuem as seguintes propriedades
(0<a,bc e al):
i) log, 1 = 0 pois @ = 1.
i) log, a = 1 pois a' = a.
iii) log, b =log, ¢ <= b=cpoisb=a"" =a™ =c¢ < 1 = Za.
)

iv) log, a” =r, para r € R.



CAPITULO 11l

LOGARITMOS DECIMAIS

1) Partes inteiras de um numero real
A todo numero real z podemos associar dois numeros inteiros chamados piso e
teto.

Definicao: chama-se piso (“floor” em inglés) de um ndmero real x ao maior
nuimero inteiro menor que ou igual a x.

Definicao: chama-se teto (“ceiling” em inglés) de um niimero real x ao menor
namero inteiro maior que ou igual a x.

Notagao: empregamos a seguinte notagao:

|x] = piso de z;
[2] = teto de x.

Portanto, o piso e o teto de um numero real x sao os inteiros definidos pelas
desigualdades

r—1<|z]<z<[zr]<z+1. (8)

Observagao: em obras mais antigas, encontrdvamos a notagao [z] para representar
tanto o piso quanto o teto de x, com énfase para o piso.

Os seguintes exemplos e igualdades sao facilmente verificaveis:
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CAPITULO IV

CONCEITO DE LOGARITMOS
ATRAVES DE PROGRESSOES

1) Logaritmos e progressoes

Vamos introduzir esta secao apresentando dois problemas:

1°) se os nimeros positivos x1, Za, x3, ... sdo termos de uma progressao geométrica
(PG) de razao ¢, qual a relagao entre seus logaritmos?

Como x1,x2,x3,... formam uma PG, de razao ¢, podemos escrever o = x1q e
3 = x1¢%. Seja a uma base logarftmica qualquer. Tomando logaritmos, na base a,
de x1, x2 € x3, vem:

s =log, =1
t =log, x9 = log, 19 = log, x1 +log, ¢q
u = log, x3 = log,, ¢ = log, 1 + 2log, q.

Assim, os logaritmos dos nimeros 1, T2, T3, ..., numa base a qualquer, formam uma
progressao aritmética de razao r = log, g.
2°) os logaritmos na base a dos nimeros positivos 1, Z2, 3, . .. formam uma pro-
gressao aritmética (PA) de razao r. Qual a relagio entre os nimeros x1, x2,
I3, .. 27
Como log, x1,log, x2,log, x3, ... formam uma PA, de razdo r, podemos escrever:
log, x2 = log, 1 + r = log, z1 + log, a” = log, x1a”
log, 2 =log, 10" = x9 = x1a"
log, x5 = log, 21 + 2r = log, 1 + log, a*" = log, x1a*"
log, x5 = log,, r16*" = 13 = 10> = 11(a")?.
Assim, os numeros 1, T2, 3, ... sS40 termos de uma progressao geométrica de razao
T
qg=a’.



CAPITULO V

CONCEITO DE LOGARITMOS
ATRAVES DE AREAS

1) Logaritmos e areas

O conceito de logaritmos pode também ser desenvolvido a partir da seguinte
definicao:

Definigao: o logaritmo natural de um nimero a € R, a > 1, é igual a area da
figura plana delimitada pela reta horizontal y = 0 (ou eixo x das abscissas), pela
hipérbole y = 1/x e pelas retas verticais = 1 e = a; o logaritmo natural de um
nimero a € R, 0 < a < 1, é igual ao simétrico da area da figura plana delimitada
pela reta horizontal y = 0 (ou eixo x das abscissas), pela hipérbole y = 1/x e pelas
retas verticais t =a ez = 1.

Os autores que desenvolvem o estudo dos logaritmos a partir da definigao tradi-
cional x = log, y <= y = a®, normalmente nao mencionam as dificuldades tedricas
importantes que aparecem quando queremos justificar o significado de y = a® para x
irracional (ver [21], por exemplo). A teoria dos logaritmos desenvolvida a partir da
definicao geométrica que acabamos de apresentar possui muitas vantagens, uma delas
sendo a de evitar aquelas dificuldades.

Ao leitor interessado pelo estudo dos logaritmos (e exponenciais) segundo este
tratamento—dito moderno—, recomendamos a leitura de [1] e [15]. Evidentemente,
como pode ser visto nestas referéncias, todas as propriedades dos logaritmos que foram
estabelecidas segundo o tratamento tradicional sao preservadas segundo o tratamento
moderno.

A figura 6 nos ajuda a visualizar a definicdo geométrica de Ina para a > 1.



CAPITULO VI

EXERCICIOS

Exercicio 1) Resolver as seguintes equagoes exponenciais:

a) 25771 = 32;

b) (V4)" = %;

<) (;)m = 2,25.

Exercicio 2) Resolver as seguintes equagoes exponenciais:
20—7\3
a) (3 ) _ (3395—1)4.
9x+1 ’

b) V5u-2. /25205 — */530-2 = (;
c) 4% — 2% = 56.
Exercicio 3) Resolver as seguintes equagoes exponenciais:
a) 3z2—15 =9
b) 2773 4 9v—1 | gv+l | 9v43 _ 49 5,
c) 3= 437 =10-37".

Exercicio 4) Resolver as seguintes equagoes exponenciais:
3*+37"
a) 5= = %
.’L’2+1/.’IJ2 o 81 .
b) 3 - 3x+1/w’

c) 4772 _ 3. 27"+ — 160



Exercicio 125) Para 0 < < 1, mostre que

1+

2x
> e,
1—=x

Sugestao: seja f(r) = (1+2)/(1 —x) —e2*. Mostre que f(0) =0e f'(x) >0
para 0 < x < 1. Conclua que f(z) > 0 para 0 < x < 1.
Observagao: este exercicio foi reproduzido de [23].

Exercicio 126) Para 0 < z < e, mostre que
(e+2) " > (e —x)°t".

Sugestao: seja f(z) = (e—x)In(e+z)— (e+z)In(e —x). Mostre que f(z) > 0
para 0 < z < e. Conclua que (e +x)°™% > (e — 2)*"* para 0 < z < e.

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [23].

Exercicio 127) Para 0 < a < 7/4, mostre que

COosS &

COS & > sin o

sin o

Observagao: este exercicio e sua solugao foram reproduzidos de [32].

Exercicio 128) Para z, y > 0, mostre que
ot +y? > al +y",

com igualdade se, e somente se, r = y.

Observagao: este exercicio e sua solugao foram reproduzidos de [22].

Exercicio 129) Para a, b, ¢ > 1 e r > 0, mostre que
S = (log, be)" + (logy, ca)” + (log, ab)” >3- 27,

com igualdade se, e somente se, a = b = c.
Sugestao: utilize o resultado A > G do exercicio 120 para mostrar que
log, be > [2(Inb-Inc)t/?]/Ina.

Observagao: este exercicio e sua solugao foram reproduzidos de [8].

Exercicio 130) Para x > 0, mostre que sao verdadeiras as desigualdades a) e
b) abaixo:
1. z+2 1 1 z+1
a) —In ;

> > n
z4+17 z(x4+2) " x+2 x
z+3, z+1 5T+ 2
n > In .
T+2 T z+1
Observagao: este exercicio foi reproduzido de [5]. O autor nao foi capaz de resolver
a parte b) e ficaria muito grato se algum leitor lhe enviasse uma solugao para

que a mesma apareca em edigoes futuras da obra.

51



CAPITULO VI

SOLUCOES

Exercicio 1)

a) 233:—1 -39

23171:25:>3$_1:5...x

5/ T\T 1
b) (V1) =
4;1?/5 :871/2
920/5 _ 9=3/2 _ 2x _ 3.
5 -
2\T
=225
©) (3)
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Exercicio 2)

(3295—7)3
a) 9z+1

_ (337571)4

=2



Exercicio 130)

a) sabemos que ¥ <In(l1+y) <y para —1 <y #0.

al) coloquemos y = H%a: para x > 0. Temos:

1 1/(1+z)
1n(1+ 1+x) 1 /0t 2]

T+ 2 1 1. z+42
> = —1

In

1

a2) coloquemos y = % para x > 0. Temos:

1 |
- >ln(1+*)
T

z+1

8|~ 8

129

o ln(w—x'_l) — m(a:l—&— 2) = (xj—Q) ln(

T

> .
x+1" 42 z trtl x(x + 2)

).
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Suas observagoes e descobertas




Aos nossos leitores

O autor gostaria de conhecer sua opiniao sobre a apresentacao e o contetdo deste
manual. Escrevam para:

Luis Lopes

A/C Maurice B. Vincent

Avenida das Américas, 1155 Sala 504
Barra da Tijuca Rio de Janeiro
RJ 22631-000

E-mail: vincent@unisys.com.br

Escrevam para o editor ou para o enderego acima para encomendar outros exem-
plares e titulos ou propor novos problemas que gostariam de ver numa outra edigao.
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