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APRESENTAÇÃO

Este livro foi escrito pensando no leitor que estuda o assunto pela primeira vez e
naquele que gostaria de encontrar num só volume uma coletânea de definições e
fórmulas que são obtidas somente após consultas a diversas obras diferentes.

O volume é dividido em duas partes distintas. Na primeira parte, propõem-se cento
e treze exerćıcios. Os exerćıcios foram escolhidos a fim de apresentar-se fórmulas e
teoremas importantes encontrados em análise, álgebra, teoria dos números e análise
combinatória. Além disso, servirão, muitas vezes, como motivação para o desenvolvi-
mento e introdução de novos resultados e proposições.

As soluções completas e detalhadas de todos os exerćıcios encontram-se em seguida
e formam a segunda parte. Assim, o estudante e o professor, à procura de exemplos
e exerćıcios, terão farto material à sua disposição.

O autor



PREFÁCIO

Este manual foi escrito com o objetivo de servir a todo tipo de leitor. O leitor à
vontade com os temas aqui tratados utilizará o manual quando precisar se lembrar
de uma definição ou de uma fórmula; para tal, ele terá somente que consultar os
exerćıcios propostos e suas soluções. O leitor que estuda o assunto pela primeira vez
deve ler este manual com o apoio dos livros-texto que tratam da matemática discreta
(ver [9], [12], [19], [21] e [31], por exemplo), da álgebra (ver [8] ou [30]) e do cálculo
(ver [1] ou [22]). Este manual foi escrito para suportar e aprofundar os temas tratados
previamente por um livro-texto.

O método ou prinćıpio conhecido sob o nome de indução matemática é utilizado
quando queremos provar a validade de uma afirmação (na forma de um teorema ou
equação), sobre um inteiro n, que suspeitamos ser verdadeira para todos os inteiros
maiores que ou iguais a um certo inteiro inicial n0. Não apresentaremos os funda-
mentos lógicos do prinćıpio. O leitor interessado neste aspecto é referido a [1], [3], [8],
[14] ou [33], por exemplo, ou às obras didáticas que abordam a matemática discreta.

Nossa experiência como estudante e professor nos ensinou que a melhor maneira
de assimilar um assunto é através da resolução de exerćıcios—e muitos! Nós cons-
tatamos que os livros-texto não fornecem as soluções dos exerćıcios propostos e,
freqüentemente, nem mesmo as respostas. O estudante se vê assim frustrado nos seus
esforços de compreensão, pois nunca pode estar certo do seu racioćınio se pensa que
resolveu um exerćıcio corretamente ou então, após passar um certo tempo tentando
resolvê-lo, permanece sem conhecer a solução do “quebra-cabeça”. Neste manual,
nossa preocupação maior foi de apresentar uma solução completa e detalhada a todos
os exerćıcios propostos.

Os cento e treze exerćıcios deste manual foram cuidadosamente escolhidos e exi-
girão do leitor conhecimentos em álgebra, análise e teoria dos números. Os exerćıcios
seguem uma certa ordem de dificuldade mas nosso objetivo principal foi de grupá-los
por assuntos. Em cada grupo eles são colocados de maneira que um resultado obtido
num exerćıcio possa vir a ser aplicado, como resultado parcial, num exerćıcio pos-
terior. As soluções dos exerćıcios encontram-se em seguida e, no final do volume, a
bibliografia e as referências.

Agradecemos a Lucie Bibeau por seu apoio e sugestões.

Lúıs Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Março, 1999
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CAṔITULO I

SEQÜÊNCIA DE FIBONACCI

A seqüência de Fibonacci é definida pela seguinte equação de recorrência (ou em
diferenças):

Fi+2 = Fi+1 + Fi, para i ≥ 0 (∗)
com

F0 = 0 e F1 = 1.

Assim, obtém-se a seqüência {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .}.
A seqüência de Fibonacci possui diversas propriedades interessantes e, conse-

qüentemente, encontramo-la em muitos domı́nios e aplicações. Como exemplo de
uma das mais importantes, podemos citar o estudo da complexidade dos algoritmos,
como fazem Knuth em [14] e Pitombeira em Revista do Professor de Matemática # 24,
1993, Sociedade Brasileira de Matemática (ver [23] para o endereço).

Há tanto a dizer sobre esta seqüência que existe um periódico—The Fibonacci
Quarterly —dedicado exclusivamente aos célebres números que ela gera e suas apli-
cações e propriedades. Os exerćıcios 83 a 90, propostos no caṕıtulo seguinte, são
exemplos de somente algumas.

Resolvendo a equação de recorrência (∗) e utilizando as condições iniciais F0 = 0 e
F1 = 1, obtemos uma fórmula expĺıcita para o termo geral Fi em função de i somente.
Para resolver (∗), seguimos [5], [20] ou [39], por exemplo. Assim, devemos ter:

x2 − x− 1 = 0 ...
{

x1 = (1 +
√

5)/2
x2 = (1−

√
5)/2 = 1− x1

e

Fi = c1

(1 +
√

5
2

)i
+ c2

(1−
√

5
2

)i
.

As condições iniciais F0 = 0 e F1 = 1 nos dão c1 =
√

5/5 e c2 = −
√

5/5.



Colocando x1 = φ e x2 = φ̂, obtém-se, finalmente, a fórmula definitiva para o
termo geral da seqüência de Fibonacci:

Fi =
√

5
5

(φi − φ̂i).
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CAṔITULO II

EXERĆICIOS

Em todos os exerćıcios, i, j, k, l, m, n e p denotam números inteiros.

Exerćıcio 1) Mostre que n2 − 3n + 4 é um número inteiro para todo
inteiro n.

Exerćıcio 2) Para n ≥ 1, mostre que Sn =
∑n

i=1 i! é um número ı́mpar.

Exerćıcio 3) Para n ≥ 0, mostre que an = 7n + 2 é um número diviśıvel
por 3.

Exerćıcio 4) Para n ≥ 0, mostre que an = 7n − 1 é um número diviśıvel
por 6.

Exerćıcio 5) Para n ≥ 0, mostre que an = 2n3 − 3n2 + n é um número
diviśıvel por 6.

Exerćıcio 6) Para n ≥ 0, mostre que an = 24n− 1 é um número diviśıvel
por 15.

Exerćıcio 7) Para n ≥ 0, mostre que an = 3 ·52n+1 +23n+1 é um número
diviśıvel por 17.

Exerćıcio 8) Para n ≥ 0, mostre que an = 34n+1 + 10 · 32n − 13 é um
número diviśıvel por 64.

Exerćıcio 9) Para n ≥ 0, mostre que an = 11n+2 + 122n+1 é um número
diviśıvel por 133.

Exerćıcio 10) Mostre que a soma dos cubos de três números inteiros conse-
cutivos é diviśıvel por 9.



Exerćıcio 107) Para n ≥ 1, seja An = (aij) a matriz de ordem n cu-
jos elementos são aii = 0, i = 1, . . . , n; aij = 1, j < i = 2, . . . , n e

aij = −1, j > i = 1, . . . , n − 1. Assim, A1 = (0), A2 =
(

0 −1
1 0

)
e

A3 =

 0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0

. Calcule |An|.

Exerćıcio 108) Mostre que, se n ≥ 1 e A é uma matriz anti-simétrica (ou
hemissimétrica) de ordem 2n, então |A| = 0 ou |A| é o quadrado de um
polinômio formado de elementos de A.

Exerćıcio 109) Um torneio de xadrez tem n jogadores. Cada jogador joga
uma partida, e uma só, contra todos os outros. Mostre que o número total
de partidas do torneio é igual a (n− 1)n/2.

Exerćıcio 110) Mostre que a soma dos ângulos internos de um poĺıgono con-
vexo de n lados é igual a (n− 2)180◦.

Exerćıcio 111) Mostre que o número de diagonais de um poĺıgono convexo de
n lados é igual a (n− 3)n/2.

Exerćıcio 112) Desenham-se n ćırculos num plano π de acordo com o seguinte
procedimento: todos os ćırculos cortam-se sempre em dois pontos e três
ćırculos não passam nunca pelo mesmo ponto. Mostre que os ćırculos di-
videm o plano π em n2 − n + 2 regiões, incluindo a que é exterior a todos os
ćırculos.

Exerćıcio 113) Dispomos de k cores para colorir os vértices de um poĺıgono
convexo de n lados. Sabendo que vértices adjacentes não podem ter a mesma
cor, mostre que o número de maneiras para se efetuar esta tarefa é igual a
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n.
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CAṔITULO III

SOLUÇÕES

Exerćıcio 1)
Seja an = n2 − 3n + 4. Começamos supondo que n ≥ 0.

n = 0 a0 = 4 X
n = 1 a1 = 2 X

Supomos agora que an é um número inteiro para n = 1, . . . , k. Devemos mostrar que
ak+1 é também um número inteiro.

ak+1 = (k + 1)2 − 3(k + 1) + 4 = (k2 − 3k + 4) + 2(k − 1).

Como 2(k − 1) é um inteiro e k2 − 3k + 4 é um inteiro também (pela hipótese de
indução), conclúımos que ak+1 é um inteiro.

Se n < 0, colocamos m = −n e conclúımos, por um procedimento análogo àquele
mostrado acima, que am = m2 + 3m + 4 é um inteiro para todo m > 0. Logo,
n2 − 3n + 4 é um número inteiro ∀n ∈ Z. �

Exerćıcio 2)
Sejam Sn =

∑n
i=1 i! e P (n) a proposição: Sn é um número ı́mpar ∀n ≥ 1.

n = 1 S1 = 1! = 1 X
n = 2 S2 = S1 + 2! = 3 X

Supomos agora que a proposição P (n) é verdadeira para n = 2, . . . , k. Devemos
mostrar que P (n) continua verdadeira para n = k + 1, isto é, Sk+1 é um número
ı́mpar.

Sk+1 =
k+1∑
i=1

i! =
k∑

i=1

i! + (k + 1)! = Sk + (k + 1)! .

Como Sk é um número ı́mpar (pela hipótese de indução) e (k+1)! = 1 ·2 · · · · · (k+1)
é um número par, segue que P (k + 1) é verdadeira. Logo, conclúımos que P (n) é
verdadeira ∀n ≥ 1. �



Exerćıcio 112)
Seja P (n) a proposição: se an denota o número de regiões que n ćırculos, traçados

segundo o procedimento dado, dividem o plano π, então an = n2 − n + 2.

n = 1 a1 = 2 ........
.........
..........
.............

........................................................................................................................................................
...........
.........
........
....1 2 X

n = 2 a2 = 4 ........
.........
..........
.............

........................................................................................................................................................
...........
.........
........
.... ........

.........
..........
.............

........................................................................................................................................................
...........
.........
........
....1 2 3 4 X

Conseqüentemente, a proposição é verificada para n = 1 e n = 2. Supomos agora que
a proposição P (n) é verdadeira para n = 1, 2, 3, . . . , k. Devemos mostrar que P (n)
continua verdadeira para n = k + 1, isto é, ak+1 = k2 + k + 2.

Ao desenharmos o ćırculo Ck+1, sabemos que ele cortará todos os outros k ćırculos
em dois pontos. Neste momento, devemos observar que Ck+1 possuirá 2k pontos na
sua circunferência, para um total de 2k arcos. Damos um exemplo para k = 2.
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Os 2k arcos atravessarão 2k regiões já formadas, dividindo cada uma em duas outras,
criando assim 2·2k−2k = 2k novas regiões. A participação de Ck+1 estando encerrada,
podemos agora considerar que temos somente k ćırculos, para um total de ak regiões.
Assim, podemos escrever:

ak+1 = ak + 2k = k2 + k + 2 = (k + 1)2 − (k + 1) + 2.

Logo, P (k + 1) é verdadeira e conclúımos que P (n) é verdadeira ∀n ≥ 1. �

Exerćıcio 113)
Seja P (n) a proposição: se an(k) denota o número de possibilidades para colorir,

com k cores, os vértices de um poĺıgono convexo de n lados, onde vértices adjacentes
não têm a mesma cor, então an(k) = (k − 1)n + (k − 1)(−1)n. (∗)
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Considerando que o poĺıgono de n lados é convexo, ele possui n vértices também.
Para n = 3, a fórmula nos dá a3(k) = (k − 1)3 − (k − 1) = (k − 1)[(k − 1)2 − 1] =
(k − 1)(k2 − 2k) = k(k − 1)(k − 2). Como, para o triângulo, o vértice V1 pode ser
colorido de k cores, o vértice V2 de k − 1 cores e o vértice V3 de k − 2 cores, temos
a3(k) = k(k − 1)(k − 2). Assim, a proposição é verdadeira para n = 3 (observe que a
fórmula é válida para n = 2 vértices, já que a2(k) = k(k − 1), mas neste caso temos
somente um único lado).

Supomos agora que a proposição P (n) é verdadeira para n = 3, 4, 5, . . . , l. De-
vemos mostrar que P (n) continua verdadeira para n = l + 1, isto é, al+1(k) =
(k − 1)l+1 + (k − 1)(−1)l+1.

Com n = 3, 4, 5, . . . , l vértices, temos al(k) possibilidades. Quando o vértice Vl+1

é acrescentado, formamos o poĺıgono V1V2 . . . Vl+1. Para colorir V1, temos k cores;
para V2, k − 1 cores; para V3, k − 1 cores e assim sucessivamente. Executando
sistematicamente este procedimento, todos os vértices terão uma cor diferente do
anterior e, ao final, teremos k(k − 1)l possibilidades; entretanto, Vl+1 é adjacente a
V1 e devemos retirar os casos onde V1 e Vl+1 têm a mesma cor. E quantos há? Não
sabemos, mas se V1 e Vl+1 têm a mesma cor, estes vértices, vistos do vértice Vl, são
idênticos e podem então se reduzir a um só (pense bem!). Encontramo-nos assim com
l vértices, para os quais temos al(k) possibilidades. Então, a participação de Vl+1

estando encerrada, podemos escrever:
al+1(k) = k(k − 1)l − al(k)

al+1(k) = k(k − 1)l − (k − 1)l − (k − 1)(−1)l

al+1(k) = (k − 1)(k − 1)l + (k − 1)(−1)l+1

al+1(k) = (k − 1)l+1 + (k − 1)(−1)l+1.

Logo, P (l+1) é verdadeira e conclúımos que P (n) é verdadeira ∀n ≥ 2 (vértices). �

Observação: para obter a fórmula (∗), tivemos que resolver a equação de recorrência
an+1(k) + an(k) = k(k − 1)n. Podeŕıamos ter seguido as técnicas apre-
sentadas em [39] para resolvê-la; entretanto, observando que a seqüência
bn(k) = an(k)+an+1(k) forma uma progressão geométrica de razão q = k−1,
procederemos da seguinte maneira (observe a astúcia):

an+1(k) + an(k) = k(k − 1)n (I)

an(k) + an−1(k) = k(k − 1)n−1 (II)

(k − 1)an(k) + (k − 1)an−1(k) = k(k − 1)n (III)

Subtraindo a equação (III) da equação (I), obtemos:

an+1(k) + (2− k)an(k) + (1− k)an−1(k) = 0. (†)
A equação (†) é uma equação de recorrência linear de segunda ordem com
coeficientes constantes cuja equação auxiliar ou caracteŕıstica é (ver [5] ou
[20], por exemplo):

α2 + (2− k)α + (1− k) = 0.
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As ráızes são α1 = −1 e α2 = k− 1 e a solução an(k) é an(k) = c2(k− 1)n +
c1(−1)n. Como an+1(k) + an(k) = k(k − 1)n, resulta kc2 = k ... c2 = 1. O
valor c1 = k − 1 é obtido sabendo-se que a2(k) = k(k − 1).
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mática, Caixa Postal 66281, São Paulo, SP 05315-970.
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Suas observações e descobertas



Aos nossos leitores

O autor gostaria de conhecer sua opinião sobre a apresentação e o conteúdo deste
manual. Escrevam para:

Lúıs Lopes
A/C Maurice B. Vincent
Avenida das Américas, 1155 Sala 504
Barra da Tijuca Rio de Janeiro
RJ 22631–000

E-mail: vincent@unisys.com.br

Escrevam para o editor ou para o endereço acima para encomendar outros exem-
plares e t́ıtulos ou propor novos problemas que gostariam de ver numa outra edição.
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2 Seqüências e Séries
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