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A Regina & Walter (in memoriam),

meus primeiros mestres.



PREFÁCIO

Há treze anos publicamos um pequeno manual (Edição Vols. 1–2) contendo partes
deste Volume 2 e do Volume 1. Desde então continuamos procurando outros
exerćıcios e estudando e aperfeiçoando as técnicas para resolvê-los. Tendo cole-
tado e resolvido um grande número de exerćıcios, todos interessantes e muitos
pouco conhecidos, achamos que é chegado o momento de apresentá-los ao leitor.
O leitor poderá resolver — ou entender a solução — a maioria deles possuindo
somente conhecimentos pré-universitários ou universitários elementares. Para os
exerćıcios mais dif́ıceis sugerimos a consulta em paralelo das referências [23], [30]
e [54]; e para um estudo realmente profundo, contando inclusive com recursos com-
putacionais, de [45].

A estrutura do primeiro trabalho (Edição Vols. 1–2) foi mantida: caṕıtulos (e não
mais seções) 1 e 2 introduzem as definições e resultados teóricos que precisamos co-
nhecer para resolver os exerćıcios do caṕıtulo 3. Neste caṕıtulo e no seguinte residem
as principais mudanças em relação ao primeiro trabalho: a escolha dos exerćıcios foi
profundamente alterada, tanto no tipo quanto na quantidade. Assim, foram retiradas
(passaram a fazer parte, juntamente com muitas outras, do Volume 1) todas as séries
cujos somandos não contêm os números (coeficientes) binomiais e propostas muitas
outras, totalizando 121, envolvendo somente estes números.

Como conseqüência dessas mudanças, o caṕıtulo 4 — soluções — também foi
bastante modificado e nele encontramos agora diversas técnicas para calcular o valor
de uma série cujo somando é formado por um ou dois números binomiais (as chamadas
séries combinatórias). Finalmente, a bibliografia encontra-se muito mais completa e
atual.

Não podeŕıamos deixar de registrar e agradecer a colaboração dos professores Cecil
Rousseau, Eduardo Wagner e Nicolau Corção Saldanha. Professor Wagner nos enviou
a solução do exerćıcio 40 e professor Saldanha a primeira solução do 44. Acreditamos
que o leitor apreciará estas contribuições.

Quanto ao Professor Rousseau (da Universidade de Memphis, Tennessee, Estados
Unidos), devemos dizer que ele foi mais do que um colaborador, foi quase um co-
autor. Além do envio de referências bibliográficas e de alguns exerćıcios, como os de
números 72 e 97, e suas respectivas soluções, professor Rousseau nos ajudou, direta
ou indiretamente, em praticamente todas as soluções dos últimos 35 exerćıcios. Esta
obra beneficiou-se muit́ıssimo da sua participação, como poderá o leitor facilmente
constatar; esclareço ainda que, como não nos conhecemos pessoalmente, tudo isso foi
feito via correio eletrônico. A ele a minha mais profunda gratidão.
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Gostaŕıamos de continuar coletando material interessante sobre o assunto mas
para isso teremos que contar com a ajuda dos leitores: escreva-nos para o email

qed texte@hotmail.com
com seus problemas e soluções e, quem sabe, não teŕıamos uma segunda edição deste
Volume 2?

Lúıs Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Maio, 2005



APRESENTAÇÃO (Edição Vols. 1–2)

É sempre gratificante poder introduzir um trabalho de um ex-aluno. O autor do
“Manual de Seqüências e Séries” foi meu aluno na disciplina de pós-graduação Pro-
gramação Inteira na Universidade de Montreal há dez anos atrás, salientando-se, pelo
seu talento, na turma. Sem nenhuma dúvida, Lúıs Lopes traz uma nova maneira para
o acompanhamento e aperfeiçoamento dos estudos de seqüências e séries para aque-
les envolvidos no aprendizado do conteúdo das disciplinas de cálculo, probabilidade,
combinatória e computação.

Este manual introduz, através de muitos exerćıcios com soluções, as seqüências
e séries mais utilizadas, dando ênfase às séries finitas tão úteis aos problemas pro-
babiĺısticos, combinatórios e computacionais. Um vestibulando tendo a matemática
como um dos exames principais, não terá dificuldades em acompanhar os resultados
expostos neste texto.

Devo salientar aos leitores a maneira muito construtiva utilizada pelo autor ao
introduzir as técnicas de diferenças finitas de grande utilidade não só no estudo das
séries mas também nos métodos de cálculo numérico e de soluções aproximadas de
equações diferenciais.

Nelson Maculan
Professor titular de otimização

Universidade Federal do Rio de Janeiro



PREFÁCIO (Edição Vols. 1–2)

Este manual foi escrito com o objetivo de servir a todo tipo de leitor. O leitor que já
estudou os temas aqui tratados utilizará o manual quando precisar se lembrar de uma
definição ou de uma fórmula; para tal ele terá somente que consultar as partes teóricas
do volume (seções I, II e IV) ou olhar os problemas propostos. O leitor que estuda
o assunto pela primeira vez deve ler este manual com o apoio de uma obra didática.
Este manual foi escrito para suportar e aprofundar os temas tratados previamente por
uma obra didática.

Nossa experiência como estudante e professor nos ensinou que a melhor maneira
de assimilar um assunto é através da resolução de exerćıcios—e muitos! Nós cons-
tatamos que as obras didáticas não fornecem as soluções aos problemas propostos e
freqüentemente nem mesmo as respostas. O estudante se vê assim frustrado nos seus
esforços de compreensão pois nunca pode estar certo do seu racioćınio se pensa que
resolveu um exerćıcio corretamente ou então, após passar um certo tempo tentando
resolvê-lo, permanece sem conhecer a solução do “quebra-cabeça”. Neste manual,
nossa preocupação maior foi de apresentar uma solução completa e detalhada a todos
os problemas propostos.

Nós estudaremos aqui somente as seqüências e séries finitas, exceção feita para
algumas séries especiais como a geométrica e a binomial. O volume contém, entre-
tanto, material suficiente para servir como um primeiro contato ao estudo das séries
infinitas. Outra limitação diz respeito ao domı́nio das séries estudadas: trataremos
somente de séries pertencendo ao domı́nio dos números reais.

Este manual está organizado em quatro seções:
i) na primeira seção, trataremos das definições e fórmulas relativas às seqüências e

séries aritméticas, geométricas, harmônicas e aritmético-geométricas. Terminando
esta seção, mostraremos a seqüência de Fibonacci e as séries binomial, de potências
(ou inteira) e telescópica.

ii) na segunda seção apresentaremos, de uma maneira bem concisa, a teoria das
diferenças finitas. Utilizaremos esta teoria para avaliar as somas de séries tais

como
∑n

i=1 i2 e
∑n

i=1
i

(i+1)(i+2)(i+3)
.

iii) a terceira seção contém noventa e cinco exerćıcios e suas soluções. Os exerćıcios
foram escolhidos a fim de que o leitor possa aplicar as diversas fórmulas e noções
introduzidas nas seções I) e II).

iv) a quarta seção apresenta alguns resultados de caráter geral como a fórmula de
somação de Euler-Maclaurin.



xii

Os exerćıcios seguem uma certa ordem de dificuldade mas nosso objetivo principal
foi de grupá-los por assuntos. Em cada grupo eles são colocados de maneira que
um resultado obtido num exerćıcio possa vir a ser aplicado, como resultado parcial,
num exerćıcio posterior. O śımbolo ♠, colocado ao lado do número que identifica o
exerćıcio, indicará que a solução encontrada alcança ou ultrapassa o comprimento de
uma página.

Nós consultamos diversas obras para redigir as partes teóricas deste manual. A
relação completa das referências encontra-se no fim do volume.

Diversas definições da seção I e quase todos os exerćıcios deste manual provêm dos
livros Algèbre et Trigonométrie por J. Vincent Robison, McGraw-Hill, 1967 e Single-
Variable Calculus por R. A. Adams, Addison-Wesley, 1990. Queremos agradecer a
estes dois editores por permitirem suas reproduções nesta publicação.

Agradecemos igualmente a Lucie Bibeau por seus comentários e sugestões.

Lúıs Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Abril, 1992
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Caṕıtulo
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2) Série aritmética . . . . . . . . . 1
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CAṔITULO I

SEQÜÊNCIAS E SÉRIES

1) Seqüência aritmética

A seqüência {a1, a2, a3, . . . , an} é uma seqüência aritmética se, e somente se, existe
uma constante r tal que

ai − ai−1 = r, ∀i > 1. (1)

Designamos habitualmente uma seqüência aritmética por progressão aritmética
(ou PA, para abreviar).

A constante r é a razão da PA.
O termo de ordem n da PA é

an = a1 + (n− 1)r, n ≥ 1. (2)

2) Série aritmética

Designamos por série aritmética a soma dos n termos de uma PA e a representamos
por Sn.

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =
n(a1 + an)

2
. (3)

3) Média aritmética

Designamos por meios aritméticos os termos situados entre dois termos não conse-
cutivos de uma progressão aritmética. Calcular a média aritmética b de dois números
a e c equivale a inserir um meio aritmético entre a e c.

b =
a + c

2
.

A média aritmética A de n números ai é

A =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
. (4)
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4) Seqüência geométrica

A seqüência {a1, a2, a3, . . . , an} é uma seqüência geométrica se, e somente se,
a) ai 6= 0 ∀i;
b) existe uma constante q 6= 0 tal que

ai

ai−1
= q, ∀i > 1. (5)

Designamos habitualmente uma seqüência geométrica por progressão geométrica
(ou PG, para abreviar).

A constante q é a razão da PG.
O termo de ordem n da PG é

an = a1q
n−1, n ≥ 1. (6)

5) Série geométrica

Designamos por série geométrica a soma dos n termos de uma PG e a represen-
tamos por Sn.

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an =

{na1 se q = 1;
a1 se q = −1 e n é ı́mpar;
0 se q = −1 e n é par.

Sn =
a1 − a1q

n

1− q
=

a1 − qan

1− q
se q 6= 1. (7)

6) Série geométrica infinita

Se, em (7), −1 < q < 1 (ou seja, |q| < 1) e n →∞, temos:

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
a1

1− q
− a1q

n

1− q

)
=

a1

1− q
.

S =
a1

1− q
, |q| < 1. (8)

7) Média geométrica

Designamos por meios geométricos os termos situados entre dois termos não con-
secutivos de uma progressão geométrica. Calcular a média geométrica b de dois
números a e c possuindo o mesmo sinal equivale a inserir um meio geométrico entre
a e c.

b = (±)
√

ac,

onde o sinal a ser usado é o sinal comum a a e c.
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A média geométrica G de n números ai (ai > 0, i = 1, 2, . . . , n) é

G = (a1a2 . . . an)1/n. (9)

8) Seqüência harmônica

A seqüência {a1, a2, a3, . . . , an} é uma seqüência harmônica se, e somente se,{
1
a1

,
1
a2

,
1
a3

, . . . ,
1
an

}
é uma seqüência aritmética.

Designamos habitualmente uma seqüência harmônica por progressão harmônica
(ou PH, para abreviar).

A seqüência {
1,

1
2
,
1
3
, . . . ,

1
n

}
é um exemplo de uma seqüência harmônica.

9) Série harmônica

Designamos por série harmônica a soma dos n termos de uma seqüência harmônica
e a representamos por Sn. A série

Sn =
n∑

i=1

1
i

= 1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

é um exemplo de uma série harmônica.

10) Média harmônica

Designamos por meios harmônicos os termos situados entre dois termos não con-
secutivos de uma progressão harmônica. Calcular a média harmônica b de dois
números a e c possuindo o mesmo sinal equivale a inserir um meio harmônico
entre a e c.

b =
2ac

a + c
.

A média harmônica H de n números ai (ai > 0, i = 1, 2, . . . , n) é

1
H

=
1
n

(
1
a1

+
1
a2

+ · · ·+ 1
an

)
. (10)
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Sejam n números ai (ai > 0, i = 1, 2, . . . , n). Temos a relação

H ≤ G ≤ A e H = G = A ⇐⇒ a1 = a2 = · · · = an.

Para duas demonstrações diferentes e aplicações importantes e interessantes deste
resultado, ver [33] e [35]. Ver também [36] para uma interpretação geométrica destas
e outras médias, tais como as médias contra-harmônica e quadrática, além da definição
da média aritmético-geométrica.

11) Seqüência aritmético-geométrica

A seqüência {a1, a2, a3, . . . , an} é uma seqüência aritmético-geométrica se, e
somente se, podemos escrever seus termos como

ai =
(
a1 + (i− 1)r

)
qi−1, ∀i ≥ 1, (11)

onde r (r 6= 0) e q (q 6= 0 e 1) são constantes.
Designamos habitualmente uma seqüência aritmético-geométrica por progressão

aritmético-geométrica.

12) Série aritmético-geométrica

Designamos por série aritmético-geométrica a soma dos n termos de uma
progressão aritmético-geométrica e a representamos por Sn.

Sn =
a1(1− qn)

1− q
+

rq
(
1− nqn−1 + (n− 1)qn

)
(1− q)2

(q 6= 0 e 1). (12)

13) Série aritmético-geométrica infinita

Se, em (12), −1 < q < 1 (ou seja, |q| < 1) e n →∞, temos:

S = lim
n→∞

Sn =
a1

1− q
+

rq

(1− q)2
, |q| < 1. (13)

14) Série hipergeométrica

Sejam k, n ∈ Z+, a, b, c, x ∈ R, c 6= 0,−1,−2, . . . e (u)k a notação de Pochhammer
para o fatorial ascendente, ou seja,

(u)k = u(u + 1) · · · (u + k − 1), (u)0 = 1.

A série hipergeométrica F (a, b; c;x) é dada por

F (a, b; c;x) =
∑
k≥0

(a)k(b)k

k!(c)k
xk =

∑
k≥0

tkxk. (14)
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Observe que t0 = 1 e que
tk+1

tk
=

(k + a)(k + b)
(k + c)(k + 1)

x.

Na teoria (ver [2], [3] e [23]) das séries hipergeométricas F (a, b; c;x) é chamada de
2-F -1 com base x e é representada por

2F1

[
a , b

c
; x

]
.

Esta série converge em geral para |x| < 1, mas converge também se ela é finita, o que
acontece se a ou b é um inteiro negativo.

Um teorema de Chu-Vandermonde ([3], [25]) diz que uma série 2-F -1 com base 1
finita é somável, ou seja, possui uma forma fechada. Assim,

2F1

[
a , − n

c
; 1

]
=

(c− a)n

(c)n
, n ≥ 0; c 6= 0,−1,−2, . . . .

A demonstração deste resultado encontra-se no exerćıcio 107; aplicações ou casos
particulares dele formam os exerćıcios 108–111.

Considere agora a série hipergeométrica F (a, 1; c; 1). Sabe-se que

Sn =
n∑

k=0

(a)k

(c)k
=

n∑
k=0

tk

possui uma forma fechada, dada por

Sn(α, β, γ) =
(nα + β)tn − γt1 + α + β − γ

α + β − γ
,

onde
tk+1

tk
=

αk + β

αk + γ
,

t0 = 1, α, β 6= 0 e α + β 6= γ.

A demonstração e aplicações deste resultado encontram-se nos exerćıcios 124–127
de [37].

15) Seqüência de Fibonacci

Os termos da seqüência de Fibonacci satisfazem a seguinte equação de recorrência:

Fi = Fi−1 + Fi−2, para i ≥ 2 e com F0 = 0, F1 = 1.

Obtemos então

{0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .}.

Resolvendo-se a equação de recorrência (ver [35], por exemplo) e pondo φ = (1+
√

5)/2
e φ̂ = (1−

√
5)/2, obtemos a fórmula, somente em função de i, para o termo geral Fi:

Fi =
√

5
5

(φi − φ̂i).
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16) Série binomial

Se r = n é um inteiro positivo, o desenvolvimento de (a + b)r terá n + 1 termos e
é válido para todo a, b.

(a + b)n = an +
n

1!
an−1b +

n(n− 1)
2!

an−2b2 + · · ·+

+
n(n− 1) · · · (n− i + 1)

i!
an−ibi + · · ·+ n

1!
abn−1 + bn, ∀a, b. (15)

A fórmula (15) é chamada de fórmula do binômio. Uma outra maneira de escrever a
fórmula do binômio é

(a + b)n =
(

n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b +

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

+
(

n

i

)
an−ibi + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn, ∀a, b. (16)

Os coeficientes
(
n
i

)
, chamados de coeficientes do binômio, são dados por(
n

i

)
=

n(n− 1) · · · (n− i + 1)
i!

=
n!

i! (n− i)!
=

n(i)

i!
,

onde, por definição, 0! = 1, i! = 1 · 2 · 3 · · · · · i, n(i) = n(n − 1) · · · (n − i + 1) e
n(0) = 1.
Observações:

i) Define-se
(
n
i

)
= 0 para i inteiro < 0.

ii) Observe que
(
n
i

)
= 0 para i > n, i e n inteiros ≥ 0. Isto porque o fator 0

aparecerá sempre no numerador de n(n−1)···(n−i+1)
i! .

iii) Observe que
(
n
i

)
=

(
n

n−i

)
para i e n inteiros ≥ 0.

iv) Valores particulares para
(
n
i

)
, n inteiro ≥ 0:

(
0
0

)
= 1;

(
n
n

)
=

(
n
0

)
= 1;(

n
n−1

)
=

(
n
1

)
= n.

Propriedades dos coeficientes do binômio

Os coeficientes do binômio possuem muitas propriedades interessantes. Entre elas,
destacamos (para as demonstrações, ver as soluções dos exerćıcios correspondentes): †

a)
(

n

i

)
+

(
n

i + 1

)
=

(
n + 1
i + 1

)
;

Nota: esta propriedade conduz ao triângulo de Pascal.

† Estas são apenas algumas das propriedades que os coeficientes do binômio possuem. Para

uma relação mais completa ver [22] e [47], por exemplo, e para um estudo mais profundo

e teórico das propriedades, [23], [30], [45] e [54].
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b)
(

n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

)
= 2n;

c)
(

n

0

)
−

(
n

1

)
+

(
n

2

)
− · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
= 0;

d)
(

m

m

)
+

(
m + 1

m

)
+

(
m + 2

m

)
+ · · ·+

(
n

m

)
=

(
n + 1
m + 1

)
;

e)
(

n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · = 2n−1;

f)
(

n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · = 2n−1;

g) 1
(

n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
+ · · ·+ n

(
n

n

)
= n2n−1;

h) 1
(

n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n+1n

(
n

n

)
= 0;

i)
(

m

0

)(
n

p

)
+

(
m

1

)(
n

p− 1

)
+ · · ·+

(
m

p

)(
n

0

)
=

(
m + n

p

)
;

j)
(

n

0

)2

+
(

n

1

)2

+
(

n

2

)2

+ · · ·+
(

n

n

)2

=
(

2n

n

)
,

onde i, m, n e p representam números inteiros positivos.

Se colocamos a = 1 e b = x em (15) ou (16), obtemos:

(1 + x)n = 1 + nx +
n(n− 1)

2!
x2 +

n(n− 1)(n− 2)
3!

x3 + · · ·+ nxn−1 + xn

(1 + x)n = 1 +
n∑

i=1

(
n

i

)
xi, ∀x.

Se r é um número real, o desenvolvimento de (1 + x)r terá um número infinito de
termos, além de precisarmos limitar os valores de x a um intervalo de convergência.
O desenvolvimento toma a forma

(1 + x)r = 1 + rx +
r(r − 1)

2!
x2 +

r(r − 1)(r − 2)
3!

x3 + · · ·

(1 + x)r = 1 +
∞∑

i=1

r(r − 1)(r − 2) · · · (r − i + 1)
i!

xi (−1 < x < 1). (17)

Esta última série é chamada de série binomial.
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Se r = −1, resulta:

(1 + x)−1 =
1

1 + x
= 1− x + x2 − x3 + · · · (−1 < x < 1);

(1− x)−1 =
1

1− x
= 1 + x + x2 + x3 + · · · (−1 < x < 1).

Se r = −1 e x é substitúıdo por x/2 na igualdade (17), temos:

(
1 +

x

2

)−1

=
1

1 + x
2

= 1− x

2
+

(
x

2

)2

−
(

x

2

)3

+ · · · (−2 < x < 2).

Se substitúımos 1 por 2 e x/2 por −x na igualdade anterior, obtemos:

(2− x)−1 =
1

2− x
=

[
2
(

1− x

2

)]−1

=

=
1
2

(
1 +

x

2
+

(
x

2

)2

+
(

x

2

)3

+ · · ·
)

(−2 < x < 2).

Se substitúımos x por x/2 na igualdade acima, obtemos:

(
2− x

2

)−1

=
1

2− x
2

=
[
2
(

1− x

4

)]−1

=

=
1
2

(
1 +

x

4
+

(
x

4

)2

+
(

x

4

)3

+ · · ·
)

(−4 < x < 4).

Estes três últimos desenvolvimentos nos levam a escrever

(a− bx)−1 =
1

a− bx
=

[
a

(
1− bx

a

)]−1

=
1
a

(
1− bx

a

)−1

(a− bx)−1 =
1
a

(
1 +

bx

a
+

(
bx

a

)2

+
(

bx

a

)3

+ · · ·
)

(b2x2 < a2);

(a + bx)−1 =
1

a + bx
=

[
a

(
1 +

bx

a

)]−1

=
1
a

(
1 +

bx

a

)−1

(a + bx)−1 =
1
a

(
1− bx

a
+

(
bx

a

)2

−
(

bx

a

)3

+ · · ·
)

(b2x2 < a2).
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E generalizando,

(a− bx)r =
[
a

(
1− bx

a

)]r

= ar

(
1− bx

a

)r

=

= ar

(
1− r

(
bx

a

)
+

r(r − 1)
2!

(
bx

a

)2

− r(r − 1)(r − 2)
3!

(
bx

a

)3

+ · · ·
)

(b2x2 < a2); (18)

(a + bx)r =
[
a

(
1 +

bx

a

)]r

= ar

(
1 +

bx

a

)r

=

= ar

(
1 + r

(
bx

a

)
+

r(r − 1)
2!

(
bx

a

)2

+
r(r − 1)(r − 2)

3!

(
bx

a

)3

+ · · ·
)

(b2x2 < a2). (19)

Para a = 1, b = 1, r = 1/2 e x2 < 1, temos:

(1 + x)1/2 =
√

1 + x = 1 +
1

2
x− 1

2 · 4x2 +
1 · 3

2 · 4 · 6x3 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8x4 + · · ·

= 1−
∑
k≥0

2

k + 1

(
2k

k

)(−x

4

)k+1

= 1−
∑
k≥0

2Ck

(−x

4

)k+1

;

(1− x)1/2 =
√

1− x = 1− 1

2
x− 1

2 · 4x2 − 1 · 3
2 · 4 · 6x3 − 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 8x4 − · · ·

= 1−
∑
k≥0

2

k + 1

(
2k

k

)(
x

4

)k+1

= 1−
∑
k≥0

2Ck

(
x

4

)k+1

,

onde Ck é o k-ésimo número de Catalan.
Para a = 1, b = 1, r = −1/2 e x2 < 1, temos:

(1+x)−1/2 =
1√

1 + x
= 1− 1

2
x+

1 · 3
2 · 4x2− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6x3+
1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8x4−· · · =

∞∑
k=0

(
2k

k

)(−x

4

)k

;

(1−x)−1/2 =
1√

1− x
= 1+

1

2
x+

1 · 3
2 · 4x2 +

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6x3 +

1 · 3 · 5 · 7
2 · 4 · 6 · 8x4 + · · · =

∞∑
k=0

(
2k

k

)(
x

4

)k

.

Podemos escrever as séries binomiais na forma equivalente

S(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · , (20)

onde a0, a1, a2, . . . são constantes conhecidas chamadas de coeficientes da série.

17) Série de potências

Por uma série de potências (ou série inteira) de x entende-se uma série da forma
mostrada na igualdade (20).
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Teorema 1.1: (ver [27] ou [46], por exemplo) Toda série de potências tem um
intervalo de convergência (−R,R) tal que a série converge absolutamente † quando
|x| < R e diverge quando |x| > R.

O número R pode ser 0, um número positivo finito, ou ∞ (situação em que a série
converge para todo x). O número R é chamado de raio de convergência da série de
potências.
Nota: quando R é um número positivo finito, a série pode convergir ou divergir em

cada um dos valores extremos x = R, x = −R. Esses valores devem ser
estudados separadamente, para cada série.

Para o caso da série binomial (1 + x)r, em x = 1 a série converge se r > −1 e
diverge se r ≤ −1. Ainda para x = 1, a série converge absolutamente se r > 0. Em
x = −1, a série converge absolutamente se r > 0 e diverge se r < 0.
Teorema 1.2: (ver [27] ou [46], por exemplo) Pode-se derivar uma série de
potências termo a termo dentro do intervalo de convergência; ou seja, se

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · · (−R < x < R),

então f é derivável no intervalo (−R,R) e

f ′(x) =
∞∑

i=1

iaix
i−1 = a1 + 2a2x + 3a3x

2 + · · · (−R < x < R).

Teorema 1.3: (ver [27] ou [46], por exemplo) Pode-se integrar uma série de
potências termo a termo dentro do intervalo de convergência; ou seja, se

f(x) =
∞∑

i=0

aix
i = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + · · · (−R < x < R),

então f é integrável em qualquer subintervalo fechado de (−R,R). Se |x| < R, então∫ x

0

f(t) dt =
∞∑

i=0

ai

i + 1
xi+1 = a0x +

a1

2
x2 +

a2

3
x3 + · · · .

† Dizemos que a série
∞∑

i=1

ui = u1 + u2 + u3 + · · · (∗)

converge absolutamente se a série

∞∑
i=1

|ui| = |u1|+ |u2|+ |u3|+ · · · , (∗∗)

formada com os valores absolutos dos seus termos, converge. Se a série (∗) converge e

a série (∗∗) diverge, dizemos que a série (∗) converge condicionalmente. Qualquer série

absolutamente convergente, converge.
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18) Série telescópica

Seja a série Sn =
n∑

i=1

1
i(i + 1)

.

Já que f(i) =
1

i(i + 1)
=

1
i
− 1

i + 1
, podemos escrever Sn como

Sn =
(

1− 1
2

)
+

(
1
2
− 1

3

)
+

(
1
3
− 1

4

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1
n
− 1

n + 1

)
Sn = 1−

(
1
2
− 1

2

)
−

(
1
3
− 1

3

)
− · · · −

(
1
n
− 1

n

)
− 1

n + 1

Sn = 1− 1
n + 1

=
n

n + 1
.

Se n →∞, S =
∞∑

i=1

1
i(i + 1)

= lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n + 1

)
= 1.

Sn =
n∑

i=1

1
i(i + 1)

é um exemplo de uma série telescópica. Elas são chamadas

assim porque as somas Sn se reduzem a uma expressão simples quando decompomos
seu termo geral f(i) numa soma de duas ou mais frações (ou termos).

Finalmente, lembramos algumas operações elementares com séries:

n∑
i=m

xi =
∑

m≤i≤n

xi = 0 se n < m; (21)

n∑
i=1

cxi = c

n∑
i=1

xi onde c é uma constante; (22)

n∑
i=1

c = cn onde c é uma constante; (23)

n∑
i=1

(xi + yi) =
n∑

i=1

xi +
n∑

i=1

yi; (24)

x

n∑
i=0

xi =
n+1∑
i=1

xi =
n∑

i=0

xi+1; (25)

1
x

n∑
i=1

xi =
n∑

i=1

xi−1 =
n−1∑
i=0

xi; (26)

d

dx

n∑
i=0

xi =
d

dx

n∑
i=1

xi =
n∑

i=1

ixi−1. (27)



CAṔITULO II

DIFERENÇAS FINITAS

Neste caṕıtulo, apresentaremos somente as definições e fórmulas que serão necessárias
para calcular algumas séries no próximo caṕıtulo. Para um tratamento mais completo
do assunto, ver [28], [41] e [55].

Vamos usar a seguinte notação:
f(xi) = fi e xi = x0 + i, i = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . ;

∆fi = fi+1 − fi (primeira diferença);

∆2fi = ∆(∆fi) = ∆fi+1 −∆fi

∆2fi = fi+2 − 2fi+1 + fi (segunda diferença);

∆nfi = ∆(∆n−1fi) = ∆n−1fi+1 −∆n−1fi (n inteiro positivo);

∆nfi =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)
fi+n−j .

O śımbolo ∆ representa o operador diferença.
O operador ∆ possui as seguintes propriedades, duas das quais (igualdades (28) e

(29)) são caracteŕısticas dos operadores lineares:
i) ∆(fi ± gi) = (fi+1 ± gi+1)− (fi ± gi) = ∆fi ±∆gi; (28)

ii) ∆(cfi) = c∆fi (c é uma constante); (29)

iii) ∆m(∆nfi) = ∆m+nfi (m, n são inteiros positivos); (30)

iv) ∆(figi) = fi+1∆gi + gi∆fi = gi+1∆fi + fi∆gi. (31)

Definimos agora os polinômios fatoriais

(x)(n) = x(x− 1) · · · (x− n + 1)
e

(x)−(n) =
1

(x + 1)(x + 2) · · · (x + n)
=

1
(x + n)(n)

.



c© Lúıs Lopes qed texte@hotmail.com 13

Seguem duas fórmulas muito importantes:

∆(x)(n) = (x + 1)(n) − (x)(n) = n(x)(n−1) (32)
e

∆(x)−(n) = (x + 1)−(n) − (x)−(n) = −n(x)−(n+1). (33)

Seja pn(x) o polinômio

pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anxn.

Podemos exprimir pn(x) em função dos polinômios fatoriais.

pn(x) = r0 + r1(x)(1) + r2(x)(2) + · · ·+ rn(x)(n),

onde os ri, i = 0, 1, . . . , n são os restos das seguintes divisões:

pn(x) = r0 + xq0(x)
q0(x) = r1 + (x− 1)q1(x)
q1(x) = r2 + (x− 2)q2(x)
...

...
...

...
...

qn−1(x) = rn.

Evidentemente, r0 = a0 e rn = an. E temos também (para a demonstração, ver
exerćıcio 56)

∆jpn(0) = j! rj , j = 0, 1, 2, . . . , n.

Definição: ∆−1p(x) é uma (um polinômio) antidiferença do polinômio p(x) se

∆
(
∆−1p(x)

)
= p(x). (34)

Exemplo: calcular uma antidiferença de p(i) = i3.
Exprimamos p(i) em função dos polinômios fatoriais. Efetuando as divisões men-
cionadas, obtemos os restos r0 (r0 = 0), r1 (r1 = 1), r2 (r2 = 3) e r3 (r3 = 1).
Escrevemos p(i) como

p(i) = 1(i)(1) + 3(i)(2) + 1(i)(3).

Utilizando as fórmulas (28), (29), (32) e (34), encontramos ∆−1p(i).

∆−1p(i) =
1
2
(i)(2) + (i)(3) +

1
4
(i)(4) + c,

onde c é uma constante arbitrária pois ∆c = c− c = 0.

Teorema 2.1: Se F (i) é uma antidiferença de f(i), então

Sn =
n∑

i=1

f(i) = F (n + 1)− F (1). (35)
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Demonstração:
Da definição de F (i), vem:

f(1) = ∆F (1) = F (2)− F (1)
f(2) = ∆F (2) = F (3)− F (2)
f(3) = ∆F (3) = F (4)− F (3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(n− 1) = ∆F (n− 1) = F (n)− F (n− 1)
f(n) = ∆F (n) = F (n + 1)− F (n)

n∑
i=1

f(i) =
n∑

i=1

∆F (i) = F (n + 1)− F (1). �

É claro que todas as séries para as quais poderemos empregar este teorema serão
séries telescópicas.

Exemplo: calcular o valor de S
(3)
n =

∑n
i=1 i3.

S(3)
n =

n∑
i=1

[
(i)(1) + 3(i)(2) + (i)(3)

]
=

[
1
2
(i)(2) + (i)(3) +

1
4
(i)(4)

]i=n+1

i=1

S(3)
n =

1
2
(n + 1)(2) + (n + 1)(3) +

1
4
(n + 1)(4) − 1

2
(1)(2) − (1)(3) − 1

4
(1)(4)

S(3)
n =

(n + 1)n
2

+ (n + 1)n(n− 1) +
(n + 1)n(n− 1)(n− 2)

4
− 0− 0− 0

S(3)
n = n(n + 1)

2 + 4n− 4 + n2 − 3n + 2
4

=
(

n(n + 1)
2

)2

. (36)

Observações:

i) a igualdade (36) nos permite concluir que

S(3)
n =

n∑
i=1

i3 =
[ n∑

i=1

i
]2

=
[
S(1)

n

]2
.

ii) como Sn =
∑n

i=1 f(i) = F (n+1)−F (1), a igualdade (36) nos permite conjecturar
que se f(i) = i3, então F (i) = [(i− 1)i/2]2. Verificando nossa conjectura, vem:

∆F (i) = F (i + 1)− F (i) =
i2(i + 1)2

4
− (i− 1)2i2

4
= i3 = f(i).

Assim, nossa conjectura revelou-se verdadeira.



CAṔITULO III

EXERĆICIOS

Em todos os exerćıcios, i, j, k, l, m, n e p denotam números inteiros.

Exerćıcio 1) Mostre que
(

n

i

)
+

(
n

i + 1

)
=

(
n + 1
i + 1

)
.

Exerćıcio 2) Mostre que

a) Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n para n ≥ 0;

b) Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
= 0 para n ≥ 1.

Sugestão: utilize a igualdade (15).

Exerćıcio 3) Mostre que

a) Sn =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
= n2n−1 para n ≥ 0;

b) Sn =
n∑

i=0

(−1)i+1i

(
n

i

)
= 0 para n ≥ 2.

Sugestões: utilize os resultados do exerćıcio anterior; i
(
n
i

)
= n

(
n−1
i−1

)
.

Exerćıcio 4) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(−4)i

(
n + i

2i

)
= (−1)n(2n + 1).

Sugestão: mostre que Sn+1 + 2Sn + Sn−1 = 0.
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Exerćıcio 5) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(−1)n+i2i

(
n

i

)
= 1.

Sugestão: mostre que Sn+1 − Sn = 0.

Exerćıcio 6) Mostre que Sn =
bn+1

2 c∑
i=1

(−1)i−1

(
n− i

i− 1

)
2n−2i+1 = n,

onde buc (u ∈ R) denota a parte inteira de u (para mais detalhes sobre esta
definição—função piso—, ver [33]).

Sugestão: mostre que Sn =
∑n

i=1(−1)i−1
(
n−i
i−1

)
2n−2i+1, ou seja, Sn não se

altera se substitúımos b(n + 1)/2c por n. Utilize depois indução (ver [35]
para muitos exemplos) ou mostre que Sn+1 − 2Sn + Sn−1 = 0.

Exerćıcio 7) Mostre, para n ≥ 0 e x 6= −1/4, que

Sn(x) =
bn

2 c∑
i=0

(
n− i

i

)
xi =

1√
1 + 4x

[(1 +
√

1 + 4x

2

)n+1

−
(1−

√
1 + 4x

2

)n+1
]
,

onde buc (u ∈ R) denota a parte inteira de u.

Sugestão: utilize as idéias do exerćıcio anterior.

Exerćıcio 8) Mostre, para n > 0, que

Sn(x) =
∑
i<n

(
n− i

i

)
n

n− i
xi =

(
1 +

√
1 + 4x

2

)n

+
(

1−
√

1 + 4x

2

)n

.

Sugestão: utilize o resultado do exerćıcio anterior.

Exerćıcio 9) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
Fi = F2n,

onde Fi é o i-ésimo termo da seqüência de Fibonacci.

Sugestão: observe os valores de 1 + φ, φ2, 1 + φ̂ e φ̂2, onde φ e φ̂ são dados
no caṕıtulo 1, item 15.

Exerćıcio 10) Mostre que

a) Sn =
(

n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · · = 2n−1 para n ≥ 1;

b) Sn =
(

n

1

)
+

(
n

3

)
+

(
n

5

)
+ · · · = 2n−1 para n ≥ 1.

Exerćıcio 11) Mostre, para n ≥ 0, que Sn =
bn

2 c∑
i=0

(
n
2i

)
2i + 1

=
2n

n + 1
.
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Exerćıcio 12) Mostre, para m ≥ 0, que Sn(m) =
n∑

i=m

(
i

m

)
=

(
n + 1
m + 1

)
.

Exerćıcio 13) Mostre, para n ≥ 2, que

Sn =
n−2∑
i=0

(
n

i

)(
n

i + 2

)
=

(2n)!
(n− 2)!(n + 2)!

.

Exerćıcio 14) Mostre que

a) Sp =
p∑

i=0

(
m

i

)(
n

p− i

)
=

(
m + n

p

)
;

b) Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)2

=
(

2n

n

)
.

Sugestão: (1 + x)m+n = (1 + x)m(1 + x)n.

Exerćıcio 15) Mostre, para m ≥ 0, que

Sn(m) =
∑
i≥0

i

(
m

i

)(
n

i

)
= n

(
m + n− 1

m− 1

)
.

Exerćıcio 16) Mostre que Sn =
n∑

i=0

i

(
n

i

)2

= n

(
2n− 1

n

)
.

Exerćıcio 17) Mostre que Sn =
n∑

i=0

(
m

i

)(
n

i

)
=

(
m + n

m

)
.

Exerćıcio 18) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(l,m) =
n∑

i=0

(
m

l + i

)(
n

i

)
=

(
m + n

l + n

)
.

Exerćıcio 19) Mostre, para n ≥ 0 e x ∈ R, que

Sn(x) =
n+1∑
i=0

i

(
n + 1

i

)(
x

i

)
= (n + 1)

(
n + x

n + 1

)
.

Exerćıcio 20) Mostre, para n ≥ 1, que Sn =
n∑

i=0

[
n− 2i

n

(
n

i

)]2
=

2
n

(
2n− 2
n− 1

)
.

Exerćıcio 21) Mostre que Sn =
n∑

i=0

(
m

i

)(
m− i

n− i

)
=

(
m

n

)
2n.

Exerćıcio 22) Mostre que Sn =
n∑

i=0

(
n
i

)
i + 1

=
2n+1 − 1

n + 1
.
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Exerćıcio 23) Mostre que Sn =
n∑

i=0

2i+1
(
n
i

)
i + 1

=
3n+1 − 1

n + 1
.

Exerćıcio 24) Mostre que Sn =
n∑

i=1

i
(
n
i

)(
n

i−1

) =
(

n + 1
2

)
.

Exerćıcio 25) Mostre que Pn =

(
n+1

0

)(
n+1

1

)(
n+1

2

)
· · ·

(
n+1

n

)(
n+1
n+1

)(
n
0

)(
n
1

)(
n
2

)
· · ·

(
n

n−1

)(
n
n

) =
(n + 1)n

n!
.

Exerćıcio 26) Mostre que

Pn =

[(
n

0

)
+

(
n

1

)][(
n

1

)
+

(
n

2

)]
· · ·

[(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)]
=

(
n
1

)(
n
2

)
· · ·

(
n
n

)
(n + 1)n

n!
.

Exerćıcio 27) Mostre que Sn =
n∑

i=0

i2
(

n

i

)
= (n + 1)n2n−2.

Exerćıcio 28) Mostre que Sn(x) =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
xi = nx(1 + x)n−1.

Exerćıcio 29) Mostre que Sn(x) =
n∑

i=0

i(i−1)
(

n

i

)
xi = n(n−1)x2(1+x)n−2.

Exerćıcio 30) Mostre que Sn(x) =
n∑

i=0

i2
(

n

i

)
xi = nx(1 + nx)(1 + x)n−2.

Exerćıcio 31) Mostre que, para n ≥ 2,

a) Sn =
(

n

1

)
+ 3

(
n

3

)
+ 5

(
n

5

)
+ · · · = n2n−2;

b) Sn = 2
(

n

2

)
+ 4

(
n

4

)
+ 6

(
n

6

)
+ · · · = n2n−2.

Exerćıcio 32) Mostre que, para n ≥ 2,

Sn =
(

n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ 3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1n

(
n

n

)
= 0.

Exerćıcio 33) Mostre que, para n ≥ 3,

Sn =
(

n

1

)
− 22

(
n

2

)
+ 32

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n+1n2

(
n

n

)
= 0.

Exerćıcio 34) Mostre que, para n ≥ 0,

Sn =
1
2

(
n

1

)
− 1

3

(
n

2

)
+

1
4

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n−1

n + 1

(
n

n

)
=

n

n + 1
.

Exerćıcio 35) Mostre que, para n ≥ 2, Sn =
(

n

0

)
− 2

(
n

1

)
+ 3

(
n

2

)
− · · · = 0.
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Exerćıcio 36) Mostre que, para n ≥ 0, Sn =
∑
i≥1

(−1)i

(
n

i− 1

)
∑

1≤j≤i

j
= − 2

n + 2
.

Exerćıcio 37) Mostre que Sn =
n−1∑
i=0

(n− i)
(

a

n− i

)(
b

i

)
=

an

a + b

(
a + b

n

)
.

Exerćıcio 38) Mostre que, para n ≥ 0, Sn =
n∑

i=0

[i3 − (n− i)3]
(

n

i

)3

= 0.

Exerćıcio 39) Mostre que, para n ≥ 1, Sn(x) =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
1 + ix

(1 + nx)i
= 0.

Exerćıcio 40) Mostre que S =
8∑

i=0

(−1)i

(
10
i

)(
10

8− i

)
=

(
10
4

)
.

Sugestão: (x− 1)10(x + 1)10 = (x2 − 1)10.

Exerćıcio 41) Mostre que, para n ≥ 0, Sn =
n∑

i=0

(
2n− i

n− i

)
2i = 22n.

Exerćıcio 42) Mostre que, para n ≥ p ≥ 1, x 6= 0 e x 6= 1,

Sn,p(x) =
n−p∑
i=0

(
n

i

)
(x− 1)n−p−i =

n−p∑
i=0

(
p + i− 1

i

)
xn−p−i.

Sugestão: mostre que os dois somatórios representam o mesmo polinômio—
quociente de xn por (x− 1)p.

Exerćıcio 43) Mostre que, para n ≥ 1, Sn =
2n−1∑
i=n

(
i− 1
n− 1

)
21−i = 1.

Sugestão: utilize a igualdade
(
n
i

)
=

(
n

n−i

)
(n, i ≥ 0).

Exerćıcio 44) Mostre que, para n ≥ 1, Sn = 1 − 1
3

(
n

1

)
+

1
5

(
n

2

)
− · · · +

(−1)n 1
2n + 1

=
n∑

i=0

(−1)i 1
2i + 1

(
n

i

)
=

2 · 4 · 6 · · · · · (2n)
3 · 5 · 7 · · · · · (2n + 1)

.

Sugestão: utilize o método de indução e mostre que Sk+1 = 2(k+1)
2(k+1)+1Sk.

Lembre-se que
(
k
0

)
−

(
k
1

)
x2 +

(
k
2

)
x4 − · · · + (−1)k

(
k
k

)
x2k = (1 − x2)k e que∫ 1

0
(−1)i

(
k
i

)
x2i dx = (−1)i 1

2i+1

(
k
i

)
.

Exerćıcio 45) Mostre, para m ≥ 0, que Sn(m) =

n∑
i=0

(
m + i

m

)
=

(
m + n + 1

m + 1

)
.
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Exerćıcio 46) Mostre, para m ≥ 0, que Sn(m) =

n∑
i=0

(
m + i

i

)
=

(
m + n + 1

m + 1

)
.

Exerćıcio 47) Mostre, para k ≥ 0, que Sn(k) =

n∑
i=0

i

(
k + i− 1

i

)
= k

(
k + n

k + 1

)
.

Exerćıcio 48) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(m,x) =
n∑

j=0

(−1)j

(
n

j

)(
x− j

m

)
=

(
x− n

m− n

)
,

onde m ∈ Z e x ∈ C.

Exerćıcio 49) Mostre que Sn(k) =
n∑

i=0

(−1)i

(
k

i

)
= (−1)n

(
k − 1

n

)
,

onde k ≥ 1 e n ≥ 0.

Exerćıcio 50) Mostre que Sn(a) =
n∑

i=0

(−1)i

(
a

n− i

)
=

(
a− 1

n

)
,

onde a ∈ R e n ≥ 0.

Exerćıcio 51) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(k, l,m) =
n∑

i=0

(−1)i

(
m

i− k

)(
n− i

l

)
= (−1)k

(
n− k −m

n− k − l

)
,

onde k ≥ 0 e l ≥ 0.

Sugestão: utilize a igualdade
(

n
m

)
= (−1)n−m

(−(m+1)
n−m

)
para m ∈ Z e n ≥ 0.

Exerćıcio 52) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(k, l,m) =
n∑

i=0

(
m + i

k

)(
n− i

l

)
=

(
m + n + 1
k + l + 1

)
,

onde k ≥ m ≥ 0 e l ≥ 0.

Sugestão: utilize a igualdade
(

n
m

)
= (−1)n−m

(−(m+1)
n−m

)
para m ∈ Z e n ≥ 0.

Exerćıcio 53) Mostre que Sn =

n∑
i=1

23i2 + 21i + 4

2i2 + 3i + 1

(
3i

i

)
= 2

[(
3(n + 1)

n + 1

)
− 3

]
.

Exerćıcio 54) Mostre, para n ≥ 0, que Sn =
n∑

j=0

n∑
i=j

(
n

i

)(
i

j

)
= 3n.

Exerćıcio 55) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n−1∑
i=0

n+1∑
j=i+1

(
n + 1

j

)(
n

i

)
= 22n − 1.

Sugestão: utilize a igualdade
∑n

i=0

∑i
j=0 aiaj = 1

2

[(∑n
i=0 ai

)2

+
∑n

i=0 a2
i

]
.
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Exerćıcio 56) Sejam {a1, a2, . . . , an} os termos de uma progressão aritmética
de ordem k (ver [36] para mais detalhes sobre este conceito). Mostre que

S[k]
n =

n∑
i=1

ai = ∆ka1

(
n

k + 1

)
+∆k−1a1

(
n

k

)
+· · ·+∆2a1

(
n

3

)
+∆a1

(
n

2

)
+a1

(
n

1

)
.

Sugestão: seja p(x) um polinômio de grau m em x. Mostre que podemos
escrever p(x) como:

p(x) = ∆mp(0)
(x)(m)

m!
+∆m−1p(0)

(x)(m−1)

(m− 1)!
+· · ·+∆2p(0)

(x)(2)

2!
+∆p(0)(x)(1)+p(0).

Exerćıcio 57) Mostre que

S = 127 −
(

6
1

)
137 +

(
6
2

)
147 −

(
6
3

)
157 + · · ·+

(
6
6

)
187 = 15 · 7! .

Sugestão: defina o operador E tal que Ef(i) = f(i + 1); então, E2f(i) =
E[Ef(i)] = Ef(i + 1) = f(i + 2) e Enf(i) = f(i + n). Lembre-se também
que ∆nf(i) =

∑n
j=0(−1)j

(
n
j

)
f(i + n − j) (para a prova, ver [23] ou [35]) e

conclua que ∆n = (E − 1)n.

Exerćıcio 58) Mostre que Sn(x) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i

x + i
=

n!
x(x + 1) · · · (x + n)

.

Exerćıcio 59) Mostre que Sn(x) =
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i(

x+i
i

) =
x

x + n
.

Exerćıcio 60) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
(−4)i(

2i
i

) =
1

1− 2n
.

Exerćıcio 61) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
(a0 + a1i + · · ·+ anin) = (−1)nn!an.

Sugestão: utilize a identidade ∆nf(j) = (E − 1)nf(j), demonstrada em [23]
e [35].

Exerćıcio 62) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
(x− i)n = n! .

Sugestão: utilize o resultado do exerćıcio anterior.
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Exerćıcio 63) Mostre, para n ≥ 1 e p ≥ 0, que Sn(p) = −
(

n

1

)(
p

n

)
+(

n

2

)(
2p

n

)
− · · ·+ (−1)n

(
pn

n

)
=

n∑
i=0

(−1)i

(
n

i

)(
pi

n

)
= (−p)n.

Sugestão: utilize o resultado do exerćıcio 61.

Exerćıcio 64) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(l, m) =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)(
m + i

l

)
= (−1)n

(
m

l − n

)
.

Sugestão: utilize a fórmula de somação por partes.

Exerćıcio 65) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn(m) =
n∑

i=0

(−1)n+i

(
n

i

)(
m + i

i

)
=

(
m

n

)
.

Sugestão: faça m = x ∈ R e utilize o resultado dos exerćıcios 14 e 46.

Exerćıcio 66) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
∑
i≥0

(−1)i

i + 1

(
n + i

2i

)(
2i

i

)
=

(
n− 1

n

)
.

Sugestões:
i)

(
l
m

)(
m
i

)
=

(
l
i

)(
l−i
m−i

)
;

ii) utilize o resultado do exerćıcio 64.

Exerćıcio 67) Mostre, para n > 0, que

Sn(m) =
∑
i≥0

(−1)i

i + 1

(
n + i

m + 2i

)(
2i

i

)
=

(
n− 1
m− 1

)
,

onde m > 0.

Sugestão: utilize o resultado do exerćıcio 52.

Exerćıcio 68) Mostre, para m e n inteiros, que

Sm(n) =
∑

0≤k≤m

(
r

k

)(
s

n− k

)
(nr − (r + s)k) = (m + 1)(n−m)

(
r

m + 1

)(
s

n−m

)
.

Sugestão: se f(k) é o somando, mostre que F (k) = k(n + 1− k)
(

r
k

)(
s

n+1−k

)
,

onde F (k) é uma antidiferença de f(k).

Exerćıcio 69) Se Hn =
∑n

j=1
1
j , mostre que

Sn =
(

n

1

)
− 1

2

(
n

2

)
+

1
3

(
n

3

)
− · · ·+ (−1)n+1 1

n

(
n

n

)
= Hn.
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Exerćıcio 70) Se Hn =
∑n

j=1
1
j , mostre que

Sn =

(
n
1

)
1 · 2

−
(
n
2

)
2 · 3

+

(
n
3

)
3 · 4

− · · ·+ (−1)n+1

(
n
n

)
n(n + 1)

= Hn+1 − 1.

Exerćıcio 71) Se Hn =
∑n

j=1
1
j , mostre que

Sn = 1−
(
n
1

)
22

+

(
n
2

)
32

−
(
n
3

)
42

+ · · ·+ (−1)n

(
n
n

)
(n + 1)2

=
1

n + 1
Hn+1.

Exerćıcio 72) A série

S(m) =
∞∑

k=0

kk

(k + m)!ek

converge para todo m inteiro positivo. Mostre que S(m) = Pm(e), onde
Pm(e) é um polinômio em e de grau m com coeficientes racionais.
Sugestão: utilize a seguinte igualdade: ex =

∑∞
i=0 xi/i! . Então,

e−k =
∞∑

i=0

(−k)i

i!
=

∞∑
i=k

(−k)i−k

(i− k)!
.

Observação: este exerćıcio e sua solução foram reproduzidos do site
<www.siam.org/journals/problems>.

Exerćıcio 73) Mostre que
995∑
k=0

(−1)k

1991− k

(
1991− k

k

)
=

1
1991

.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [39].

Exerćıcio 74) Mostre, para n ≥ 1, que

Sn =
bn

3 c∑
k=0

n

n− k

(
n− k

2k

)
2k = 2n−1 + cos

nπ

2
.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [51].

Exerćıcio 75) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

k=0

(
n + k

2k

)
2n−k =

1 + 22n+1

3
.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [54].

Exerćıcio 76) Considere, para n ≥ 0, a seqüência

Sn =
(

n

0

)−1

+
(

n

1

)−1

+
(

n

2

)−1

+ · · ·+
(

n

n

)−1

=
n∑

k=0

1(
n
k

) .

Mostre que Sn é uma seqüência limitada estritamente decrescente e que S =
limn→∞ Sn = 2.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [21].



24 c© Lúıs Lopes qed texte@hotmail.com

Exerćıcio 77) Mostre que

Sn =
(

n

0

)
−

(
n

2

)
+

(
n

4

)
− · · · =

∑
j≥0

(−1)j

(
n

2j

)
= 2n/2 cos

nπ

4
.

Exerćıcio 78) Mostre que

Sn(α) =
∑
j≥0

(
n

j

)
sin

(
α +

jπ

2

)
= 2n/2 sin

(
α +

nπ

4

)
.

Exerćıcio 79) Mostre que Sn(α) =
∑
j≥0

(
n

j

)
sin jα = 2n cosn α

2
sin

nα

2
.

Exerćıcio 80) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
(

n

1

)
− 3

(
n

3

)
+ 32

(
n

5

)
− 33

(
n

7

)
+ · · · =

√
3

3
2n sin

nπ

3
.

Exerćıcio 81) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
(

n

1

)
− 1

3

(
n

3

)
+

1
32

(
n

5

)
− 1

33

(
n

7

)
+ · · · =

(√3
3

)n−1

2n sin
nπ

6
.

Exerćıcio 82) Mostre que

Sn =
(

n

0

)
+

(
n

3

)
+

(
n

6

)
+ · · · =

∑
j≥0

(
n

3j

)
=

1
3

(
2n + 2 cos

nπ

3

)
.

Exerćıcio 83) Mostre que

Sn =
(

n

0

)
−

(
n

3

)
+

(
n

6

)
− · · · =

∑
j≥0

(−1)j

(
n

3j

)
=

2
3

√
3

n

cos
nπ

6
.

Exerćıcio 84) Mostre, para m > 0, que

Sn(m) =
(

n

0

)
+

(
n

m

)
+

(
n

2m

)
+· · · =

∑
j≥0

(
n

jm

)
=

1
m

m−1∑
l=0

(
2 cos

lπ

m

)n
cos

lnπ

m
.

Exerćıcio 85) Dado que 0 ≤ k < m, mostre que Sn(k, m) =
(

n

k

)
+

(
n

k + m

)
+(

n

k + 2m

)
+ · · · =

∑
j≥0

(
n

k + jm

)
=

1
m

m−1∑
l=0

(
2 cos

lπ

m

)n
cos

l(n− 2k)π
m

.

Exerćıcio 86) Mostre, para n ≥ 1, que

Sn =
(

n

1

)
−

(
n

4

)
+

(
n

7

)
− · · · =

∑
j≥0

(−1)j

(
n

3j + 1

)
=

2
3

√
3

n

sin
(n + 1)π

6
.

Exerćıcio 87) Mostre que

Sn =
∑
j≥0

(
n

3j

)
2n−3j =

∑
j≡0 (mod3)

(
n

j

)
2n−j =

3n + 2 · 3n/2 cos(nπ/6)
3

.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [39].
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Exerćıcio 88) Mostre, sem usar argumentos combinatórios, que

Sn(m) =
∑
k≥0

(
m

k

)(
n + k

m

)
=

∑
j≥0

(
m

j

)(
n

j

)
2j (m,n ≥ 0).

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [39].

Exerćıcio 89) Mostre, sem usar argumentos combinatórios, que

Sn(m) =
n∑

k=m

(−1)k−m

(
k

m

)(
n− k

k

)
2n−2k =

(
n + 1

2m + 1

)
,

onde n ≥ m ≥ 0.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [39].

Exerćıcio 90) Mostre, para n ≥ 1, que

Sn =
bn/2c∑
k=1

(−1)k(2n− 2k)!
(k + 1)!(n− k)!(n− 2k)!

= −
(

2n

n + 2

)
.

Sugestão: a partir da identidade (1 + x)r = (1 − x2)r(1 − x)−r, mostre que(
r
m

)
=

∑
k≥0

(
r
k

)( −r
m−2k

)
(−1)m+k.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [7].

Exerćıcio 91) Mostre que

Sn =
n∑

k=0

(
2k

k

)
4−k = (2n + 1)

(
2n

n

)
4−n (n ≥ 0).

Sugestão: comece com o seguinte resultado preliminar: para r ∈ R, tem-se:

(r)(k)
(
r − 1

2

)(k)

=
(2r)(2k)

22k
(k ≥ 0).

Exerćıcio 92) Mostre que

Sn =
n∑

k=0

(
n

2k

)(
2k

k

)
4−k =

(
2n− 1
n− 1

)
2−(n−1) (n ≥ 1).

Sugestão: comece com o seguinte resultado preliminar: para r ∈ R, tem-se:

(r)(k)
(
r − 1

2

)(k)

=
(2r)(2k)

22k
(k ≥ 0).

Exerćıcio 93) Mostre que

Sn =
n∑

k=0

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= 4n (n ≥ 0).

Sugestão: utilize os resultados do exerćıcio 91.
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Exerćıcio 94) Mostre que

Sn =
n∑

k=0

n− k

k + 1

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= (2n + 1)

(
2n

n

)
− 4n,

onde n ≥ 0.

Sugestão: utilize a teoria das funções geratrizes e as técnicas apresentadas
em [54].

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [8].

Exerćıcio 95) Mostre que

Sn =
n∑

k=0

1
k + 1

(
2k

k

)
1

n− k + 1

(
2n− 2k

n− k

)
=

2
n + 2

(
2n + 1

n

)
,

onde n ≥ 0.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [54].

Exerćıcio 96) Calcule o valor de

S =
∞∑

n=0

2n+1

(2n + 1)
(
2n
n

) .

Sugestão: utilize o desenvolvimento em séries de potência de (Arcsinx)2.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [14].

Exerćıcio 97) Sejam a, b e c inteiros tais que a, b ≥ 0 e a+ b ≤ c. Mostre que(
a

0

)
(

c

b

) +

(
a

1

)
(

c

b + 1

) +

(
a

2

)
(

c

b + 2

) + · · ·+

(
a

a

)
(

c

b + a

) =
c + 1

(c− a + 1)
(

c− a

b

) .

Sugestão: utilize a função Beta e as idéias do exerćıcio anterior.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido das Competições Putnam (1987).

Exerćıcio 98) Mostre, para m ≥ 1, que

S(m) =
∞∑

k=0

1(
m+k+1

m+1

) =
m + 1

m
.

Conclua que Sn(m) =
∑n

k=0 1/
(
m+k+1

m+1

)
= m+1

m (1− 1/
(
m+n+1

n+1

)
).

Exerćıcio 99) Mostre que

S(k) =
∞∑

n=0

n + 2k

2n+1
(
n+k+1

k

) = 1.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [16].
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Exerćıcio 100) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

k=0

(−1)k

(
n + 1

k

)(
2n− 2k + 1

n

)
= 1.

Exerćıcio 101) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
∑
k≥0

(−1)k

(
n

k

)(
2k

k

)
4−k =

(
2n

n

)
2−2n.

Exerćıcio 102) Mostre, para n ≥ 1, que

Sn =
n−1∑
i=0

(
n

i

) n−1−i∑
j=0

(
n− 1

j

)
= 4n−1.

Sugestão: mostre que Sn+1 − 4Sn = 0.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [9].

Exerćıcio 103) Determine, para n ≥ 1, o valor de

Sn =
n∑

i=1

(−1)i−1 i

i + 1

(
n + 1

i

)
.

Observação: este exerćıcio e sua solução foram reproduzidos de [10].

Exerćıcio 104) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

j=0

n∑
k=1

(−1)j+k

(
2n

2j

)(
2n

2k − 1

)
= 0.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [11].

Exerćıcio 105) Determine, para n ≥ 2, o valor de

Sn =
bn/2c∑
i=1

(
n

i

)(
n

i− 1

)
.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [13].

Exerćıcio 106) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

k=0

(
n

k

)
(k + r)k−1(s− k)n−k =

(r + s)n

r
.

Exerćıcio 107) Mostre, para n ≥ 0 e c 6= 0,−1,−2, . . . que∑
k≥0

(a)k(−n)k

(c)kk!
= 2F1

[
a , − n

c
; 1

]
=

(c− a)n

(c)n
,

onde
∑

k≥0
(a)k(−n)k

(c)kk! é a série hipergeométrica F (a,−n; c; 1) apresentada no
item 14 do caṕıtulo 1.

Observação: a solução deste exerćıcio foi reproduzida de [25].
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Exerćıcio 108) Mostre para n ≥ 0 que

Sn(m) =
n∑

k=0

(
2m

2k + 1

)(
m− k − 1

n− k

)
= 22n+1

(
m + n

2n + 1

)
.

Sugestão: utilize o resultado do exerćıcio anterior.

Exerćıcio 109) Mostre para n ≥ 0 que

Sn(m) =
n∑

k=0

(
2m− 1

2k

)(
m− k − 1

n− k

)
= 22n

(
m + n− 1

2n

)
.

Sugestão: proceda como no exerćıcio anterior.

Exerćıcio 110) Mostre para n ≥ 0 que

Sn(m) =
n∑

k=0

(
2m− 1
2k + 1

)(
m− k − 1

n− k

)
=

(2m− 1)22n

2n + 1

(
m + n− 1

2n

)
.

Sugestão: proceda como no exerćıcio anterior.

Exerćıcio 111) Mostre para n ≥ 1 que

Sn(m) =
n∑

k=0

(
2m

2k

)(
m− k

n− k

)
=

m22n−1

n

(
m + n− 1

2n− 1

)
.

Sugestão: proceda como no exerćıcio anterior.

Exerćıcio 112) Calcule o valor de

Sn =
bn/2c∑
k=0

(
n

k

)(
n− k

k

)
2n−2k.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [15].

Exerćıcio 113) Mostre, para n ≥ p ≥ 0, que

Sn(p) =
∑
k≥0

(
2n + 1

2p + 2k + 1

)(
p + k

k

)
=

(
2n− p

p

)
22n−2p.

Exerćıcio 114) Mostre, para n ≥ p > 0, que

Sn(p) =
∑
k≥0

(
2n

2p + 2k

)(
p + k

k

)
=

n

2n− p

(
2n− p

p

)
22n−2p.

Exerćıcio 115) Mostre, para n ≥ 0, N ≥ 1 e N ≥ 2n que

SN (n) :=
∑
k≥n

(
N

2k

)(
k

n

)
=

2N−2n−1N

N − n

(
N − n

n

)
.

Observação: este exerćıcio foi reproduzido de [20].



c© Lúıs Lopes qed texte@hotmail.com 29

As soluções dos próximos exerćıcios empregam o método conhecido como “snake
oil” (óleo de cobra ou, nossa tradução, remédio para todo mal). Os detalhes deste
método podem ser vistos em [54], onde, além disso, o leitor encontrará outros exemplos
do uso deste método. Note também que podeŕıamos empregá-lo em muitos outros
exerćıcios deste volume.

Exerćıcio 116) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
∑
k≥0

(−1)k

(
n

k

)(
2k

k

)
2−k =

{ (
n

n/2

)
2−n se n ≥ 0 é par

0 se n ≥ 1 é ı́mpar
.

Exerćıcio 117) Mostre, para n ∈ Z, que

Sn(m) =
n∑

k=0

22k+1

(
m + 1
2k + 1

)(
m− 2k

n− k

)
=

(
2m + 2
2n + 1

)
(m ∈ R).

Exerćıcio 118) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
n∑

k=0

(−1)k

(
2n− k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= 1.

Sugestão: utilize a série do binômio de Newton na forma
∑∞

k=0

(
k+r−1

k

)
xk =

1/(1− x)r.

Exerćıcio 119) Mostre, para m ≥ 0 e n ≥ 0, que

Sn(m) =
∑
k≥0

(
k + m

k

)(
n + 1

2k + 2m + 1

)
=

(
n−m

m

)
2n−2m.

Sugestão: utilize a série do binômio de Newton na forma
∑∞

k=0

(
k+r−1

k

)
xk =

1/(1− x)r.

Exerćıcio 120) Mostre, para n ≥ 0, que

Sn =
∑

k

(−1)n−k

(
2n

k

)2

=
(

2n

n

)
.

Sugestão: generalize o problema, calculando
∑

k(−1)k
(
n
k

)(
n

m−k

)
e depois colo-

cando m = n.
Observação: este exerćıcio, juntamente com a sugestão, foram reproduzidos de [54].

Exerćıcio 121) Mostre, para n ∈ Z, que∑
k

(
2n + 1

2k

)(
m + k

2n

)
=

(
2m + 1

2n

)
(m ∈ R).



CAṔITULO IV

SOLUÇÕES

Exerćıcio 1)

Seja A =
(

n

i

)
+

(
n

i + 1

)
.(

n

i

)
=

n!
i! (n− i)!

;
(

n

i + 1

)
=

n!
(i + 1)! (n− i− 1)!

A =
n!

i! (n− i)!
+

n!
(i + 1)! (n− i− 1)!

=
n! (i + 1)

(i + 1)! (n− i)!
+

n! (n− i)
(i + 1)! (n− i)!

A =
(n + 1)n!

(i + 1)! (n− i)!
=

(n + 1)!
(i + 1)! (n− i)!

=
(

n + 1
i + 1

)
.(

n

i

)
+

(
n

i + 1

)
=

(
n + 1
i + 1

)
. �

Observação: os dois próximos resultados poderão ser úteis nas manipulações dos
somandos dos exerćıcios que seguirão:

i)
(

n

i

)
=

n

n− i

(
n− 1

i

)
(i 6= n).

Demonstração:(
n

i

)
=

(
n

n− i

)
=

n

n− i

(
n− 1

n− 1− i

)
=

n

n− i

(
n− 1

i

)
(i 6= n) �

ii)
(

n

i + 1

)
=

n− i

i + 1

(
n

i

)
.

Demonstração:(
n

i + 1

)
=

n

i + 1

(
n− 1

i

)
=

n

i + 1
n− i

n

(
n

i

)
=

n− i

i + 1

(
n

i

)
�
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Exerćıcio 2)

a) Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
para n ≥ 0.

1a. solução:

Podemos escrever a igualdade (15) como:
n∑

i=0

(
n

i

)
an−ibi = (a + b)n, ∀a, b. (∗)

Colocando a = b = 1 em (∗), resulta:

Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n (n ≥ 0). �

2a. solução:

Sn+1 =
n+1∑
i=0

(
n + 1

i

)
=

n∑
i=1

(
n + 1

i

)
+

(
n + 1

0

)
+

(
n + 1
n + 1

)
.

Sabemos, pelo exerćıcio anterior, que
(
n+1

i

)
=

(
n

i−1

)
+

(
n
i

)
. Assim, temos:

Sn+1 =
n∑

i=1

(
n

i− 1

)
+

n∑
i=1

(
n

i

)
+

(
n

0

)
+

(
n

n

)

Sn+1 =
n−1∑
i=0

(
n

i

)
+

n∑
i=0

(
n

i

)
+

(
n

n

)

Sn+1 =
n∑

i=0

(
n

i

)
+

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2Sn

Sn+1

Sn
= 2 =⇒ Sn = k2n, ou seja, Sn é o termo geral de uma progressão

geométrica de razão q = 2.

Pondo n = 0, resulta: S0 =
(

0
0

)
= 1 = k. Logo,

Sn =
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n (n ≥ 0). �

b) Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
para n ≥ 1.

1a. solução:

Colocando a = 1 e b = −1 em (∗), resulta:
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Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
= 0 (n ≥ 1). �

2a. solução:

Calculando S1, obtemos S1 = 0. Mostremos agora que Sn = 0 para n ≥ 2.
Para n ≥ 1, podemos escrever:

Sn+1 =
n∑

i=0

(−1)i

(
n + 1

i

)
+ (−1)n+1

(
n + 1
n + 1

)

Sn+1 =
n∑

i=0

(−1)i

[(
n

i− 1

)
+

(
n

i

)]
+ (−1)n+1

Sn+1 = Sn + (−1)n+1 +
n−1∑
i=0

(−1)i+1

(
n

i

)

Sn+1 = Sn + (−1)n+1 − (−1)n+1

(
n

n

)
+

n∑
i=0

(−1)i+1

(
n

i

)

Sn+1 = Sn −
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
= 0. Logo, para n ≥ 1, temos:

Sn =
n∑

i=0

(−1)i

(
n

i

)
= 0 (n ≥ 1). �

Exerćıcio 3)

a) Sn =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
=

n∑
i=1

i

(
n

i

)
para n ≥ 1.

1a. solução:(
n

0

)
+ 1

(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ · · ·+ (n− 1)

(
n

n− 1

)
+ n

(
n

n

)
=

(
n

0

)
+ Sn (∗)

Reescrevemos o membro da esquerda de (∗) começando pelo último termo:

n

(
n

n

)
+ (n− 1)

(
n

n− 1

)
+ (n− 2)

(
n

n− 2

)
+ · · ·+ 1

(
n

1

)
+

(
n

0

)
=

(
n

0

)
+ Sn(∗∗)

Já que
(
n
i

)
=

(
n

n−i

)
, podemos escrever (∗∗) como:

n

(
n

0

)
+ (n− 1)

(
n

1

)
+ (n− 2)

(
n

2

)
+ · · ·+ 1

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
=

(
n

0

)
+ Sn (∗∗∗)

Adicionamos (∗) e (∗∗∗):
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n

0

)
+ n

[(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)]
+

(
n

n

)
= 2

(
n

0

)
+ 2Sn

n2n = 2Sn ... Sn = n2n−1.

Sn =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
= n2n−1 (n ≥ 0). �

2a. solução:

Vamos utilizar a fórmula i

(
n

i

)
= n

(
n− 1
i− 1

)
.

n∑
i=1

i

(
n

i

)
= n

n∑
i=1

(
n− 1
i− 1

)
= n

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
.

Colocando m = n− 1, podemos escrever:
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
=

m∑
i=0

(
m

i

)
= 2m = 2n−1 (segundo o exerćıcio anterior.)

Sn =
n∑

i=0

i

(
n

i

)
= n2n−1 (n ≥ 0). �

b) Sn =
n∑

i=0

(−1)i+1i

(
n

i

)
=

n∑
i=1

(−1)i+1i

(
n

i

)
para n ≥ 2.

Para n par, n ≥ 2, temos:

Sn = 1
(

n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ · · ·+ (n− 1)

(
n

n− 1

)
− n

(
n

n

)
Sn = n

(
n− 1

0

)
− n

(
n− 1

1

)
+ · · ·+ n

(
n− 1
n− 2

)
− n

(
n− 1
n− 1

)
Sn = n

n−1∑
i=0

(−1)i

(
n− 1

i

)
m∑

i=0

(−1)i

(
m

i

)
= 0 (m ≥ 1) (segundo o exerćıcio anterior.)

Sn = 0.

Para n ı́mpar, n ≥ 3, temos:

Sn = 1
(

n

1

)
− 2

(
n

2

)
+ · · · − (n− 1)

(
n

n− 1

)
+ n

(
n

n

)
Sn = n

(
n− 1

0

)
− n

(
n− 1

1

)
+ · · · − n

(
n− 1
n− 2

)
+ n

(
n− 1
n− 1

)



34 c© Lúıs Lopes qed texte@hotmail.com

Sn = n

n−1∑
i=0

(−1)i

(
n− 1

i

)
m∑

i=0

(−1)i

(
m

i

)
= 0 (m ≥ 1) (segundo o exerćıcio anterior.)

Sn = 0.

Portanto, para n par ou ı́mpar, temos:

Sn =
n∑

i=0

(−1)i+1i

(
n

i

)
= 0 (n ≥ 2). �

Exerćıcio 4)

Sn =
n∑

i=0

(−4)i

(
n + i

2i

)
.

1a. solução:

Sn =
n∑

i=0

(−4)i

(
n + i

n− i

)
=

n∑
i=0

(−4)n−i

(
2n− i

i

)
.

Como feito no exerćıcio 2, calculemos Sn+1:

Sn+1 =
n+1∑
i=0

(−4)n+1−i

(
2n + 2− i

i

)
(

2n + 2− i

i

)
=

(
2n + 1− i

i

)
+

(
2n + 1− i

i− 1

)
=

(
2n− i

i

)
+

(
2n− i

i− 1

)
+

+
(

2n− i

i− 1

)
+

(
2n− i

i− 2

)
(

2n + 2− i

i

)
= 2

(
2n− i

i− 1

)
+

(
2n− i

i

)
+

(
2n− i

i− 2

)
Sn+1 = 2

n+1∑
i=0

(−4)n+1−i

(
2n− i

i− 1

)
+

n+1∑
i=0

(−4)n+1−i

(
2n− i

i

)
+

n+1∑
i=0

(−4)n+1−i

(
2n− i

i− 2

)

Sn+1 = 2
n∑

l=−1

(−4)n−l

(
2n− l − 1

l

)
− 4

n∑
i=0

(−4)n−i

(
2n− i

i

)
+

+
n−1∑
l=−2

(−4)n−l−1

(
2n− 2− l

l

)

Sn+1 = 2
n−1∑
l=0

(−4)n−l

(
2n− l − 1

l

)
− 4Sn +

n−1∑
l=0

(−4)n−1−l

(
2(n− 1)− l

l

)
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Sn+1 = 2
n−1∑
l=0

(−4)n−l

(
2n− l − 1

l

)
︸ ︷︷ ︸

Sn

−4Sn + Sn−1

Sn+1 = 2Sn − 4Sn + Sn−1(
2n− l − 1

l

)
=

(
2n− l

l

)
−

(
2n− l − 1

l − 1

)
Sn =

n−1∑
l=0

(−4)n−l

(
2n− l

l

)
−

n−1∑
l=0

(−4)n−l

(
2n− l − 1

l − 1

)

Sn = −1 +
n∑

l=0

(−4)n−l

(
2n− l

l

)
−

n−2∑
i=0

(−4)n−1−i

(
2n− 2− i

i

)

Sn = −1 + Sn + 1−
n−1∑
i=0

(−4)n−1−i

(
2(n− 1)− i

i

)
= Sn − Sn−1

Sn+1 = 2(Sn − Sn−1)− 4Sn + Sn−1 = −(2Sn + Sn−1).

Acabamos de ver que Sn+1 + 2Sn + Sn−1 = 0. Resolvendo esta equação em
diferenças, obtemos Sn = (−1)n(k1n + k0). Com os valores iniciais S0 = 1 e
S1 = −3, calculamos k1 (k1 = 2) e k0 (k0 = 1). Logo,

Sn =
n∑

i=0

(−4)i

(
n + i

2i

)
= (−1)n(2n + 1) (n ≥ 0). �

2a. solução:

Repare que podemos escrever Sn =
∑n

i=0(−4)i
(
n+i
2i

)
como

n∑
i=0

(−4)i

(
n + i

n− i

)
=

n∑
i=0

(−4)n−i

(
2n− i

i

)
.

Assim, temos:

Sn = (−4)n
n∑

i=0

(
2n− i

i

)(−1
4

)i
.

Veremos na observação ii) do exerćıcio 7 que

S2n( -1/4) =
n∑

i=0

(
2n− i

i

)(−1
4

)i
= (2n + 1)

(1
2

)2n

= (2n + 1)
(1

4

)n
.

Logo,

Sn =
n∑

i=0

(−4)i

(
n + i

2i

)
= (−1)n(2n + 1) (n ≥ 0). �
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Exerćıcio 121)

∑
k

(
2n + 1

2k

)(
m + k

2n

)
=

(
2m + 1

2n

)
(m ∈ R, n ∈ Z).

Usaremos os dois importantes resultados seguintes:

∑
p≥0

(
p

k

)
xp =

xk

(1− x)k+1
(k ≥ 0) (∗)

∑
k

(
p

2k

)
x2k =

(1 + x)p + (1− x)p

2
(termos pares somente) (∗∗)

Inicialmente, sejam k, m, n ≥ 0 e m ∈ Z. Podemos pensar na soma tanto
como Sn(m) quanto Sm(n). Sendo Sm(n), definimos fm =

∑
k≥0

(
2n+1
2k

)(
m+k
2n

)
e

Fm(x) =
∑

m≥0 x2mfm. Como Sm(n) = [x2m]Fm(x), calculemos Fm(x).

Fm(x) =
∑
m≥0

x2m
∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)(
m + k

2n

)
=

∑
k≥0

(
2n + 1

2k

) ∑
m≥0

(
m + k

2n

)
x2m

=
∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)
x−2k

∑
m≥0

(
m + k

2n

)
(x2)m+k.

Coloque agora p = m + k. Como m ≥ 0, então p ≥ k. Assim, vem:

Fm(x) =
∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)
x−2k

∑
p≥k

(
p

2n

)
(x2)p.

Repare que podemos escrever Fm(x) como

Fm(x) =
∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)
x−2k

∑
p≥0

(
p

2n

)
(x2)p

pois os termos acrescentados (
∑

k≥0

(
2n+1
2k

)
x−2k

∑k−1
p≥0

(
p
2n

)
(x2)p) são nulos.

Continuamos então com o cálculo de Fm(x). Usando (∗), podemos escrever:

Fm(x) =
∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)
(x−1)2k (x2)2n

(1− x2)2n+1

=
x4n

(1− x2)2n+1

∑
k≥0

(
2n + 1

2k

)
(x−1)2k.

Agora, usando (∗∗), resulta:
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=
x4n

(1− x2)2n+1

( (1 + x−1)2n+1 + (1− x−1)2n+1

2

)
=

x2n−1

(1− x2)2n+1

( (1 + x)2n+1 − (1− x)2n+1

2

)
=

1
2x

x2n

(1− x)2n+1
− 1

2x

x2n

(1 + x)2n+1

=
1
2x

∑
p≥0

(
p

2n

)
xp − 1

2x

∑
p≥0

(
p

2n

)
(−x)p

=
1
2x

∑
p≥0

(
p

2n

)
xp − 1

2x

∑
p≥0

(−1)p

(
p

2n

)
xp

Fm(x) =
1
2

∑
p≥−1

(
p + 1
2n

)
xp − 1

2

∑
p≥−1

(−1)p+1

(
p + 1
2n

)
xp.

Portanto, obtém-se [x2m]Fm(x) facilmente:

[x2m]Fm(x) =
1
2

(
2m + 1

2n

)
− 1

2
(−1)2m+1

(
2m + 1

2n

)
=

(
2m + 1

2n

)
.

Precisamos agora estender a identidade para k, n ∈ Z e m ∈ R. Como
(

p
k

)
= 0

para k < 0, podemos escrever:

∑
k

(
2n + 1

2k

)(
m + k

2n

)
=

(
2m + 1

2n

)
(m ≥ 0, n ∈ Z).

A extensão para m ∈ R (e mesmo para m ∈ C) é feita usando-se o argumento
polinomial (ver exerćıcio 14), já que na identidade em questão, cada lado é um
polinômio de grau 2n em m. Logo,

∑
k

(
2n + 1

2k

)(
m + k

2n

)
=

(
2m + 1

2n

)
(m ∈ R, n ∈ Z). �

Observação: esta identidade é conhecida pelo nome de identidade de Graham-
Riordan.
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166 c© Lúıs Lopes qed texte@hotmail.com

[17] Crux Mathematicorum, Canadian Mathematical Society, 27, # 8, 2001, pp. 552–
554.

[18] Crux Mathematicorum, Canadian Mathematical Society, 28, # 3, 2002, pp. 187–
188.

[19] Crux Mathematicorum, Canadian Mathematical Society, 28, # 4, 2002, pp. 259–
260.

[20] Crux Mathematicorum, Canadian Mathematical Society, 28, # 5, 2002, pp. 342–
344.

[21] Engel, A., Problem-solving Strategies, Springer-Verlag, 1998.

[22] Gradshteyn, I.S. and Ryzhik, I.M., Table of Integrals, Series and Products, Aca-
demic Press, 1965.

[23] Graham, R.L., Knuth, D.E. e Patashnik, O., Matemática Concreta, Livros
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1972.

[28] Kellison, S.G., Fundamentals of Numerical Analysis, Richard D. Irwin, Home-
wood, Illinois, 1975.

[29] Kitchen, J.W., Jr., Calculus of One Variable, Addison-Wesley, 1968.

[30] Knuth, D.E., The Art of Computer Programming, Volume 1, Addison-Wesley,
1973.

[31] Larson, L.C., Problem Solving Through Problems, Springer-Verlag, 1983.

[32] Lehmer, D.H., Interesting series involving the central binomial coefficient, The
American Mathematical Monthly, 92, # 7, 1985, pp. 449–457.

[33] Lopes, L., Manual das Funções Exponenciais e Logaŕıtmicas, Interciência, 1999.
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2 Manual de Derivadas (com Eduardo Morais)
3 Manual de Indução Matemática
4 Manual de Progressões
5 Manual de Seqüências e Séries (Volume 1)
6 Manual de Trigonometria

E ainda:
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• Mostre que
n∑

i=0

(−1)i 1
2i + 1

(
n

i

)
=

2 · 4 · 6 · · · · · (2n)
3 · 5 · 7 · · · · · (2n + 1)

e que
n∑

i=0

i

(
k + i− 1

i

)
= k

(
k + n

k + 1

)
(k ≥ 0).

• Qual o valor das somas
(

n

0

)
+

(
n

3

)
+

(
n

6

)
+ · · · e

(
n

1

)
−

(
n

4

)
+

(
n

7

)
− · · · ?

• Mostre que
n∑

k=0

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= 4n (n ≥ 0).

Questões como estas são propostas e resolvidas passo a passo neste manual.

Através de exerćıcios, o autor introduz cento e vinte e uma importantes seqüências
e séries envolvendo coeficientes binomiais. Uma vez que as soluções apresentadas
são completas e detalhadas, o leitor redescobre o prazer de raciocinar e de fazer
novas descobertas a partir dos conhecimentos adquiridos já no ńıvel médio ou pré-
universitário.

Voltado para os professores e pesquisadores, o livro certamente também será útil
aos estudantes de cálculo, probabilidade, análise combinatória e análise de algoritmos.

www.escolademestres.com/qedtexte ISBN: 85-901503-5-6




