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PREFACIO

H4 treze anos publicamos um pequeno manual (Edigdo Vols. 1-2) contendo partes
deste Volume 2 e do Volume 1. Desde entao continuamos procurando outros
exercicios e estudando e aperfeicoando as técnicas para resolvé-los. Tendo cole-
tado e resolvido um grande numero de exercicios, todos interessantes e muitos
pouco conhecidos, achamos que é chegado o momento de apresenta-los ao leitor.
O leitor podera resolver — ou entender a solu¢do — a maioria deles possuindo
somente conhecimentos pré-universitarios ou universitarios elementares. Para os
exercicios mais dificeis sugerimos a consulta em paralelo das referéncias [23], [30]
e [54]; e para um estudo realmente profundo, contando inclusive com recursos com-
putacionais, de [45].

A estrutura do primeiro trabalho (Edigdo Vols. 1-2) foi mantida: capitulos (e néo
mais segoes) 1 e 2 introduzem as definigoes e resultados tedricos que precisamos co-
nhecer para resolver os exercicios do capitulo 3. Neste capitulo e no seguinte residem
as principais mudangas em relagao ao primeiro trabalho: a escolha dos exercicios foi
profundamente alterada, tanto no tipo quanto na quantidade. Assim, foram retiradas
(passaram a fazer parte, juntamente com muitas outras, do Volume 1) todas as séries
cujos somandos nao contém os nimeros (coeficientes) binomiais e propostas muitas
outras, totalizando 121, envolvendo somente estes nimeros.

Como conseqiiéncia dessas mudancgas, o capitulo 4 — solugoes — também foi
bastante modificado e nele encontramos agora diversas técnicas para calcular o valor
de uma série cujo somando é formado por um ou dois nimeros binomiais (as chamadas
séries combinatérias). Finalmente, a bibliografia encontra-se muito mais completa e
atual.

Nao poderiamos deixar de registrar e agradecer a colaboragao dos professores Cecil
Rousseau, Eduardo Wagner e Nicolau Cor¢ao Saldanha. Professor Wagner nos enviou
a solugao do exercicio 40 e professor Saldanha a primeira solugao do 44. Acreditamos
que o leitor apreciard estas contribuigoes.

Quanto ao Professor Rousseau (da Universidade de Memphis, Tennessee, Estados
Unidos), devemos dizer que ele foi mais do que um colaborador, foi quase um co-
autor. Além do envio de referéncias bibliograficas e de alguns exercicios, como os de
nimeros 72 e 97, e suas respectivas solucoes, professor Rousseau nos ajudou, direta
ou indiretamente, em praticamente todas as solucoes dos ultimos 35 exercicios. Esta
obra beneficiou-se muitissimo da sua participagao, como poderd o leitor facilmente
constatar; esclareco ainda que, como nao nos conhecemos pessoalmente, tudo isso foi
feito via correio eletronico. A ele a minha mais profunda gratidao.



viii
Gostarfamos de continuar coletando material interessante sobre o assunto mas
para isso teremos que contar com a ajuda dos leitores: escreva-nos para o email

qed_texte@hotmail.com

com seus problemas e solugoes e, quem sabe, nao terfamos uma segunda edicao deste
Volume 27

Luis Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Maio, 2005



APRESENTACAO (Edicio Vols. 1-2)

E sempre gratificante poder introduzir um trabalho de um ex-aluno. O autor do
“Manual de Seqiiéncias e Séries” foi meu aluno na disciplina de pds-graduagao Pro-
gramagao Inteira na Universidade de Montreal ha dez anos atrés, salientando-se, pelo
seu talento, na turma. Sem nenhuma duvida, Luis Lopes traz uma nova maneira para
o acompanhamento e aperfeicoamento dos estudos de seqiiéncias e séries para aque-
les envolvidos no aprendizado do contetido das disciplinas de célculo, probabilidade,
combinatéria e computagao.

Este manual introduz, através de muitos exercicios com solugoes, as seqiiéncias
e séries mais utilizadas, dando énfase as séries finitas tao tuteis aos problemas pro-
babilisticos, combinatérios e computacionais. Um vestibulando tendo a matematica
como um dos exames principais, nao tera dificuldades em acompanhar os resultados
expostos neste texto.

Devo salientar aos leitores a maneira muito construtiva utilizada pelo autor ao
introduzir as técnicas de diferengas finitas de grande utilidade nao sé no estudo das
séries mas também nos métodos de cdlculo numérico e de solugdes aproximadas de
equagoes diferenciais.

Nelson Maculan
Professor titular de otimizagao
Universidade Federal do Rio de Janeiro



PREFACIO (Edicio Vols. 1-2)

Este manual foi escrito com o objetivo de servir a todo tipo de leitor. O leitor que ja
estudou os temas aqui tratados utilizard o manual quando precisar se lembrar de uma
defini¢ao ou de uma férmula; para tal ele terd somente que consultar as partes tedricas
do volume (segoes I, IT e IV) ou olhar os problemas propostos. O leitor que estuda
o assunto pela primeira vez deve ler este manual com o apoio de uma obra didatica.
Este manual foi escrito para suportar e aprofundar os temas tratados previamente por
uma obra diddtica.

Nossa experiéncia como estudante e professor nos ensinou que a melhor maneira
de assimilar um assunto é através da resolugdo de exercicios—e muitos! Nés cons-
tatamos que as obras didaticas nao fornecem as solugoes aos problemas propostos e
freqlientemente nem mesmo as respostas. O estudante se vé assim frustrado nos seus
esforcos de compreensao pois nunca pode estar certo do seu raciocinio se pensa que
resolveu um exercicio corretamente ou entao, apds passar um certo tempo tentando
resolvé-lo, permanece sem conhecer a solucao do “quebra-cabega”. Neste manual,
nossa preocupacao maior foi de apresentar uma solucao completa e detalhada a todos
0s problemas propostos.

No6s estudaremos aqui somente as seqiiéncias e séries finitas, excegao feita para
algumas séries especiais como a geométrica e a binomial. O volume contém, entre-
tanto, material suficiente para servir como um primeiro contato ao estudo das séries
infinitas. Outra limitagao diz respeito ao dominio das séries estudadas: trataremos
somente de séries pertencendo ao dominio dos niimeros reais.

Este manual estd organizado em quatro segoes:

i) na primeira segdo, trataremos das definigdes e férmulas relativas as seqiiéncias e
séries aritméticas, geométricas, harmonicas e aritmético-geométricas. Terminando
esta secao, mostraremos a sequiéncia de Fibonacci e as séries binomial, de poténcias
(ou inteira) e telescopica.

il) na segunda segdo apresentaremos, de uma maneira bem concisa, a teoria das
diferencas finitas. Utilizaremos esta teoria para avaliar as somas de séries tais
n .9 n i
como ) .~ i“e) . ——————.
Zz_l Zz—l (34+1) (5+2) (+3)

iii) a terceira sec@o contém noventa e cinco exercicios e suas solugoes. Os exercicios
foram escolhidos a fim de que o leitor possa aplicar as diversas férmulas e nogoes
introduzidas nas segoes I) e II).

iv) a quarta secao apresenta alguns resultados de cardter geral como a férmula de
somacao de Euler-Maclaurin.



xii

Os exercicios seguem uma certa ordem de dificuldade mas nosso objetivo principal
foi de grupé-los por assuntos. Em cada grupo eles sao colocados de maneira que
um resultado obtido num exercicio possa vir a ser aplicado, como resultado parcial,
num exercicio posterior. O simbolo #, colocado ao lado do ntimero que identifica o
exercicio, indicard que a solugao encontrada alcanga ou ultrapassa o comprimento de
uma pagina.

Nos consultamos diversas obras para redigir as partes tedricas deste manual. A
relagao completa das referéncias encontra-se no fim do volume.

Diversas defini¢oes da segao I e quase todos os exercicios deste manual provéem dos
livros Algébre et Trigonométrie por J. Vincent Robison, McGraw-Hill, 1967 e Single-
Variable Calculus por R. A. Adams, Addison-Wesley, 1990. Queremos agradecer a
estes dois editores por permitirem suas reprodugoes nesta publicagao.

Agradecemos igualmente a Lucie Bibeau por seus comentarios e sugestoes.

Luis Lopes

Rio de Janeiro, RJ
Abril, 1992
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CAPITULO |

SEQUENCIAS E SERIES

1) Seqiiéncia aritmética

A seqiiéncia {a1, as,as, ..., a,} é uma seqiéncia aritmética se, e somente se, existe
uma constante r tal que
a; — ;-1 =T, Vi > 1. (1)
Designamos habitualmente uma seqiiéncia aritmética por progressao aritmética
(ou PA, para abreviar).
A constante r é a razdo da PA.
O termo de ordem n da PA é

an =a;+ (n—1)r, n>1. (2)

2) Série aritmética
Designamos por série aritmética a soma dos n termos de uma PA e a representamos
por S,,.
n(ar +a
Sn:a1+a2+...+an:¥. (3)

3) Média aritmética

Designamos por meios aritméticos os termos situados entre dois termos nao conse-
cutivos de uma progressao aritmética. Calcular a média aritmética b de dois niimeros
a e ¢ equivale a inserir um meio aritmético entre a e c.

a-+c
b= .
2

A média aritmética A de n ndmeros a; é

ar+az+---+an
- .

A=
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4) Seqiiéncia geométrica

A seqiiéncia {ay, as,as,...,a,} é uma seqiéncia geométrica se, e somente se,
a) a; #0 Vi
b) existe uma constante g # 0 tal que
a; .
L =g, Vi > 1. (5)
Ai—1

Designamos habitualmente uma seqiiéncia geométrica por progressao geométrica
(ou PG, para abreviar).

A constante ¢ é a razdo da PG.

O termo de ordem n da PG é

an = a1q" 1, n>1. (6)

5) Série geométrica

Designamos por série geométrica a soma dos n termos de uma PG e a represen-
tamos por S,.

na; seq=1;
Sn:a1+a2+-~-+an:{a1 se g = —1 e n é impar;
0 se q=—1en épar.

a; —a1q" a1 —qay,

Sp = = . se ¢ # 1. (7)

6) Série geométrica infinita

Se, em (7), =1 < ¢ < 1 (ou seja, |g] < 1) e n — oo, temos:

. . aq a1q" ax
S=1 Sy, =1 — = .
nl—>nolo nl—{go(l—q 1—q> 1—gq

lg] < 1. (8)

ai

S:
1—q’

7) Média geométrica

Designamos por meios geométricos os termos situados entre dois termos nao con-
secutivos de uma progressao geométrica. Calcular a média geométrica b de dois
nimeros a e ¢ possuindo o mesmo sinal equivale a inserir um meio geométrico entre
aec.

b= (£)Vac,

onde o sinal a ser usado é o sinal comum a a e c.
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A média geométrica G de n ntimeros a; (a; >0, i=1,2,...,n)é

G = (aray...an)"™ (9)

8) Seqiiéncia harmonica

A seqiiéncia {a1,a9,as,...,a,} é uma seqiéncia harmonica se, e somente se,

1 1 1 1
Ty Ty Ty ey T
a; Gz ag Qn
é uma seqiiéncia aritmética.
Designamos habitualmente uma seqiiéncia harmonica por progressao harmoénica

(ou PH, para abreviar).
{]‘7 1’ 1’ M 1}
23 n

A seqiiéncia
é um exemplo de uma seqiiéncia harmonica.
9) Série harménica

Designamos por série harmonica a soma dos n termos de uma seqiiéncia harmoénica
e a representamos por S,. A série

1 11 1
[ N e T
ZZ_ o tg et

é um exemplo de uma série harmonica.

10) Média harménica

Designamos por meios harmonicos os termos situados entre dois termos nao con-
secutivos de uma progressao harmonica. Calcular a média harmonica b de dois
nameros a e c¢ possuindo o mesmo sinal equivale a inserir um meio harmonico
entre a e c.

2ac

a+c

A média harmoénica H de n numeros a; (a; >0, i=1,2,...,n)é

] (10)

H n\ai a9 an
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Sejam n numeros a; (a; >0, ¢=1,2,...,n). Temos a relagao
HSGSA € H:G:A<:>a1:a2:~-:an.

Para duas demonstragoes diferentes e aplicacGes importantes e interessantes deste
resultado, ver [33] e [35]. Ver também [36] para uma interpretacao geométrica destas
e outras médias, tais como as médias contra-harmonica e quadratica, além da defini¢ao
da média aritmético-geométrica.

11) Seqiiéncia aritmético-geométrica

A seqiiéncia {ay,as,as,...,a,} é uma segiéncia aritmético-geométrica se, e
somente se, podemos escrever seus termos como

a; = (a1 + (i —Dr)g" ", Vi>1, (11)

onde r (r #0) e g (¢ # 0 e 1) sao constantes.
Designamos habitualmente uma seqiiéncia aritmético-geométrica por progressao
aritmético-geométrica.

12) Série aritmético-geométrica

Designamos por série aritmético-geométrica a soma dos m termos de uma
progressao aritmético-geométrica e a representamos por S,.

a(l=q") . rq(1 —ng" "t + (n—1)¢")
l—gq (1-9q)?

Sp = (g#0e1). (12)
13) Série aritmético-geométrica infinita
Se, em (12), —1 < ¢ < 1 (ou seja, |g] < 1) e n — oo, temos:

. aq rq
S= lim S, = + —,
e T T (1 q)?

lg| < 1. (13)

14) Série hipergeométrica

Sejam k,n € Z*, a,b,c,z € R, c#0,—1,-2,... e (u); a notagao de Pochhammer
para o fatorial ascendente, ou seja,

(wWir=u(u+1) - (u+k—-1), (u)o = 1.

A série hipergeométrica F(a,b;c;x) é dada por

F(a,b;c;z) = Z Mzk = Zthk. (14)

k>0
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Observe que typ = 1 e que
terr _ (k+a)(k+ b)x
tk (k+c)k+1)
Na teoria (ver [2], [3] e [23]) das séries hipergeométricas F'(a,b;c;x) é chamada de
2-F-1 com base x e é representada por

a,b
2F1[ C,l‘]~

Esta série converge em geral para |x| < 1, mas converge também se ela é finita, o que
acontece se a ou b é um inteiro negativo.

Um teorema de Chu-Vandermonde ([3], [25]) diz que uma série 2-F-1 com base 1
finita é somavel, ou seja, possui uma forma fechada. Assim,

2F1[“’_”;1](Ca)", n>0;c£0,-1,-2,....
c ()n

A demonstragao deste resultado encontra-se no exercicio 107; aplicagoes ou casos
particulares dele formam os exercicios 108-111.

Considere agora a série hipergeométrica F'(a,1;¢;1). Sabe-se que
n ( n
k=0 ( k=0
possui uma forma fechada, dada por

(na+ Ptn —vti +a+B—7

Sn(a, B,7) =

a+pB—7v ’
onde
tky1r  ak+f3
tr  ak+~’

tozla a,ﬁ;é()ea—&—ﬁ#'y.

A demonstragao e aplicacoes deste resultado encontram-se nos exercicios 124-127
de [37].
15) Seqiiéncia de Fibonacci

Os termos da seqiiéncia de Fibonacci satisfazem a seguinte equagao de recorréncia:

F,=F, 1+ F;,_o, para ©>2 ecom Fy =0, F} =1.
Obtemos entao
{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...}.

Resolvendo-se a equagio de recorréncia (ver [35], por exemplo) e pondo ¢ = (14++/5)/2
e ¢ = (1 —+/5)/2, obtemos a férmula, somente em funcio de i, para o termo geral Fj:

Fi = g((bz - 9.
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16) Série binomial

Se r = n é um inteiro positivo, o desenvolvimento de (a + b)" terd n + 1 termos e
é valido para todo a, b.

—1
(a+b)"=a"+ %a"‘lb + %a"‘QbQ et
—1) - (n—i+1 iy
n n(n ) .'(77/ 1+ )anfzbz 4t %ab”fl + bn7 V(L,b. (15)
1. .

A férmula (15) é chamada de férmula do binémio. Uma outra maneira de escrever a
férmula do binomio é

(a+b)" = (g) a™ + (T) a" b+ (Z) a" 7 4
+ <’z>an—ibi et (n " 1>ab"_1 + (Z)b” Va,b.  (16)

Os coeficientes (?)7 chamados de coeficientes do bindmio, sao dados por

(n> nn—1)---(n—i+1) n! n®

i il (n—di) il
onde, por definicio, 0! =1, i! =1-2-3-----4, ) =pn—-1)---(n—i+1)e
n© =1.
Observagoes:

i) Define-se (’Z) = 0 para ¢ inteiro < 0.

ii) Observe que (’;) = 0 para @ > n, i e n inteiros > 0. Isto porque o fator 0
—1)-(n—i+1
n(n—1) ‘l(n itl)

aparecera sempre no numerador de ;

iii) Observe que (7) = (nﬁl) para i e n inteiros > 0.
iv) Valores particulares para (?)7 n inteiro > 0: (8) = 1; (Z) = (") =1
("y) = (1) =7
Propriedades dos coeficientes do binémio

Os coeficientes do bindémio possuem muitas propriedades interessantes. Entre elas,

destacamos (para as demonstragoes, ver as solugdes dos exercicios correspondentes):T

o (0)+(2)=(50);

Nota: esta propriedade conduz ao triangulo de Pascal.

t Estas sao apenas algumas das propriedades que os coeficientes do bindmio possuem. Para
uma relagdo mais completa ver [22] e [47], por exemplo, e para um estudo mais profundo
e tedrico das propriedades, [23], [30], [45] e [54].
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e )= G5

3+

g)""”‘””“”@): ;
S ()= ()
)G G-

onde i, m, n e p representam numeros inteiros positivos.

—-
~—

Se colocamos a =1 e b =z em (15) ou (16), obtemos:

-1 -1 -2
(1+m)n:1_~_nx+n(n2' )x2+n(n 3)'(” )x3—|—-~-—|—nm"_1 +xn

I+z)"=1+ E (n>xl, V.
i
i=1

Se r é um numero real, o desenvolvimento de (1 + x)” terd um numero infinito de
termos, além de precisarmos limitar os valores de x a um intervalo de convergéncia.
O desenvolvimento toma a forma

(1+m)T:1+rm—|—r(rzjl)ﬁ—}—T(T_l?))!(r_2)x3+-~
(1+x)”:1+§:’”(rfl)(“i_)!”'(r’”l)xi (~1<z<1). (17)

Esta ultima série é chamada de série binomial.
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Se r = —1, resulta:
1
(1+x)_1:m:1—x+332—x3+~-~ (-l<z<1);
1
(1—x)—1=1—:1+a:+:c2+x3+~-~ (-l<z<1).
-z
Se r = —1 e x é substitu{do por 2/2 na igualdade (17), temos:

e\ ! 1 T )2 )
T3

Se substitufmos 1 por 2 e /2 por —z na igualdade anterior, obtemos:

=;(1+§+<§)2+(;>3+m> (-2<z<2).

Se substituimos x por /2 na igualdade acima, obtemos:

(-5) 5= k-9)]

1 x z\ 2\’
= 14— - it 4 4).
(o0 () (1) 1) creesn
Estes trés ultimos desenvolvimentos nos levam a escrever
1 be\17' 1 b\
—bx)! = 1— = (12
(a — bx) P {a( a)] a( a)
1 b be\ bz
(a—bx)1=(1+x+(m>+($)+-~-) (b2 < a?);
a a a
1 b -1 b\~
e (O o)
a+bx a a a

(a+bx)12<1bf+ (bf>2 (bj)ng) (V?2? < a?).
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E generalizando,

(a+ bx)" = HHT)Y ar<1+ bx>r
—ar<1—|—r<lf>+ rir—1) <IZC> rir = 1) )(b;>+...>

Paraa=1,b=1,r=1/2 ¢ 2 < 1, temos:

+

1 1 1-3 1-3.5
1 V2 _ A xz—1 b 3 4.,
(1+2) tr=1+ge— g+ o 16" 24638 T

- Z k+ 1 (2:) ( )M =1 ZQC‘“(_TJ;)M;

k>0 k>0

1 1 1-3 5 1-3-5
1_ 1/2 _ NM—g=1—-p— — g% 3 _ 4_ .
(1-) v 2" 724" T2.4.6° " 2:.4-.6-87

S E () g

k>0

onde C} é o k-ésimo numero de Catalan.
Paraa=1,b=1,7r=—1/2e 2% < 1, temos:

(1+1’)_1/2 = 11+m = 1,%x+$x2,; i 2x3+; i 2 ;x‘lf - = kf% (2:) (%)k,
- = e =t e et e e = 1 () ()
Podemos escrever as séries binomiais na forma equivalente

S(x) = ag + a1z + agax® + azx® + - - -, (20)
onde ag, a1, as, ... sao constantes conhecidas chamadas de coeficientes da série.

17) Série de poténcias

Por uma série de poténcias (ou série inteira) de x entende-se uma série da forma
mostrada na igualdade (20).
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Teorema 1.1: (ver [27] ou [46], por exemplo) Toda série de poténcias tem um
intervalo de convergéncia (—R,R) tal que a série converge absolutamente | quando
|z| < R e diverge quando |z| > R.

O ndmero R pode ser 0, um ntmero positivo finito, ou co (situagio em que a série
converge para todo x). O nimero R é chamado de raio de convergéncia da série de
poténcias.

Nota: quando R é um numero positivo finito, a série pode convergir ou divergir em
cada um dos valores extremos x = R, x = —R. Esses valores devem ser
estudados separadamente, para cada série.

Para o caso da série binomial (1 + )", em x = 1 a série converge se r > —1 e
diverge se r < —1. Ainda para x = 1, a série converge absolutamente se r > 0. Em
x = —1, a série converge absolutamente se r > 0 e diverge se r < 0.

Teorema 1.2: (ver [27] ou [46], por exemplo) Pode-se derivar uma série de
poténcias termo a termo dentro do intervalo de convergéncia; ou seja, se

o0
f(x)=Zaixizao+a1z+a2m2—|—a3x3+~-- (-R <z <R),
i=0
entao f é derivdvel no intervalo (—R,R) e
(o]
flx) = Ziaiz“l = a1 + 2a9z + 3azx® + - - (R <z <R).
i=1
Teorema 1.3: (ver [27] ou [46], por exemplo) Pode-se integrar uma série de
poténcias termo a termo dentro do intervalo de convergéncia; ou seja, se

oo
f(x):Zaizi:a0+a1m+a2m2+a3x3+~~ (R <z <R),
=0

entao f € integrdvel em qualquer subintervalo fechado de (—R,R). Se |z| < R, entdo

v = a a a
t)dt = Lttt = gor + —a® + 2t 4
/Of() ;z’—i—l 0" 3

t Dizemos que a série

Zu¢IU1+uz+u3+~~~ (*)
=1

converge absolutamente se a série

S fuil = fun |+ fuz] + us| + -, (5)

i=1

formada com os valores absolutos dos seus termos, converge. Se a série (x) converge e
a série (xx) diverge, dizemos que a série (x) converge condicionalmente. Qualquer série
absolutamente convergente, converge.
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18) Série telescopica

n

1
Seja a série S, = -
; i(i+1)

1 1 1
Ja que f(i) = D =TT podemos escrever S, como

1 1 1 1 1 1 1 1
2‘3)+(3‘4)+'“+(n_1‘n)+<n‘n+1>

1 1 1 1 1
‘(a‘g)"“—<n—n>—n+1

1 n
S,=1-—
n+1 n+1
=1 _ _ 1
Sen—o00, S= ———=1lim S, = lim (1— =1.
—~i(i+1) noo n—oo n+1
n 1

S, = Z m é um exemplo de uma série telescopica. Elas sao chamadas

i=1
assim porque as somas .9,, se reduzem a uma expressao simples quando decompomos
seu termo geral f(i) numa soma de duas ou mais fragdes (ou termos).

Finalmente, lembramos algumas operacoes elementares com séries:

zn:xiz Z ;=0 sen<m; (21)
i=m

m<i<n
n n
E cx; =c E x; onde ¢ é uma constante; (22)
i=1 i=1
n
g ¢ =cn onde c é uma constante; (23)
i=1
n n n

(zi+yi) = in+zyi; (24)

n n+1 n
. Z = 2t = Z Zi+l, (25)
=0 i=1 =0
1 n n n—1
- sz =) 27l = Z x’; (26)
X 1= =1 =0



CAPITULO 1l

DIFERENCAS FINITAS

Neste capitulo, apresentaremos somente as defini¢goes e formulas que serao necessérias
para calcular algumas séries no proximo capitulo. Para um tratamento mais completo
do assunto, ver [28], [41] e [55].

Vamos usar a seguinte notagao:

fle)=fi e x =um+1, i=...,—2,—-1,0,1,2,...;
Afi= fix1— [i (primeira diferenga);
A’fi= A(Afi) = Afiy1 — Af;
A’ fi = figo—2fi + fi (segunda diferenca);
A'fi = AA" ) = AP - AT (n inteiro positivo);
8= 1 () v
=0 J

O sfmbolo A representa o operador diferenca.
O operador A possui as seguintes propriedades, duas das quais (igualdades (28) e
(29)) séo caracteristicas dos operadores lineares:

) A(fi £9i) = (fir1 £9i+1) — (fi £ 9:) = Afi £ Ags; (28)
i) Alefi) = cAf; (¢ é uma constante); (29)
iii) A™(A"f;) = A™Tf, (m, n sdo inteiros positivos); (30)
iv) A(figi) = fir18g: + giAfi = giv1Afi + filgi. (31)
Definimos agora os polinomios fatoriais
()™ =z@x—1)---(z—n+1)
1 1

(@) = - .
(x+1)(z+2)---(x+n) (z+n)™
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Seguem duas féormulas muito importantes:

A@)™ = (a+ 1) = @) = n(z) " (32

Alx)™™ = (z+1)"" — ()7 = —p(z)~(+D, (33)
Seja pn(x) o polinémio
pn(x) = ag + a1z + asx?® + -+ apa™.

Podemos exprimir p,(z) em funcdo dos polinémios fatoriais.

() =ro +r1(2) D 1)@ 4 4y (),
onde os r;, 1 =0,1,...,n sao os restos das seguintes divisoes:
pn(x) = 19 + 2q0()

go(x) =1 + (z — g1 (x)
qa(z) = r2 + (z —2)g2(x)

Qn—l(-r) =Tn.

Evidentemente, 7o = ag € 7, = a,. E temos também (para a demonstracdo, ver
exercicio 56)
Alp,(0)=jlry,  j=0,1,2,...,n.

Definigao: A~!p(x) é uma (um polindémio) antidiferenca do polinémio p(z) se

A(A™'p(x)) = p(a). (34)

Exemplo: calcular uma antidiferenca de p(i) = .

Exprimamos p(i) em fungdo dos polindmios fatoriais. Efetuando as divisdes men-
cionadas, obtemos os restos rg (rg = 0), 11 (r;1 = 1), 7o (r2 = 3) e r3 (r3 = 1).
Escrevemos p(i) como
p(i) = 1()W +3(0)* +1(1)?.
Utilizando as férmulas (28), (29), (32) e (34), encontramos A~1p(i).
L = L@ £ ()® 4 L@
A7) = ()P + (O + () +e,

onde ¢ é uma constante arbitraria pois Ac =c¢—c¢ = 0.

Teorema 2.1: Se F(i) é uma antidiferenga de f(i), entdo

S, = Z f(i)=F(n+1) - F(1). (35)
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Demonstragao:
Da defini¢ao de F'(i), vem:

f)= AF(1) =F(2)—-F(1)
f2)= AF@2) =F(3)-F(©2)
fB)= AFQB) =F@4)-F@)

E claro que todas as séries para as quais poderemos empregar este teorema serao
séries telescopicas.

Exemplo: calcular o valor de 57(13) = Z?Zl i3,
n 1 1 1=n-+1
(3) — N N (2) N3 = | Z() @) NG 4 2@

SO = [0 +360 + () = 509+ 00 + ;0]

=1 i=
S — %(n F 1O (D) + S 1)@ = %(1)<2> —()® - 3(1)@*)

1 1 -1 -2
S,(;°’>_("+2)”+(rhu1)n(n—1)+(”+ )"("4 =2 _4_o_y
_ 2 _ 2

ST(LS):n(n+1)2+4n 4271 3n+2(n(n2+1)>' (36)

Observagoes:

i) a igualdade (36) nos permite concluir que

n n

. . 2
== [ s
i=1 i=1
ii) como S, =Y i, f(i) = F(n+1)—F(1), a igualdade (36) nos permite conjecturar
que se f(i) = i3, entdo F(i) = [(i — 1)i/2]?. Verificando nossa conjectura, vem:
2(i+1)?  (i-12%%

AF(i) = F(i+1) - F(i) = ==L - 220 28 = f),

Assim, nossa conjectura revelou-se verdadeira.



CAPITULO 1l

EXERCICIOS

Em todos os exercicios, 7, j, k, [, m, n e p denotam niimeros inteiros.

n n n+1
E ici 1 Most = .
xercicio ) ostre que <z> + (i—i— 1) <i—|— 1)

Exercicio 2) Mostre que

a) S, = (n) = 2" paran > 0;
1
0

b) Sy, (1)1(7;> =0 paran > 1.

Sugestao: utilize a igualdade (15).

Exercicio 3) Mostre que
"\ (n
Sp=) i =n2"! > 0;
a) ;z<z_> n para n >
n . n
b) S, = z;(—l)lﬂz'(i) =0 paran > 2.

~ e ;. . . -1
Sugestoes: utilize os resultados do exercicio anterior; z(?) = n(”

i—1/)
Exercicio 4) Mostre, para n > 0, que
- (n 41
Sp = —4)* )l =(=1D)"(2 1).
S (") = coren s

Sugestao: mostre que S,+1 + 2S5, + Sn—1 = 0.
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Exercicio 5) Mostre, para n > 0, que
n
S =D _(=1)" 2 (”> = 1.
i
i=0

Sugestao: mostre que Sy, 11 — S, = 0.

L2

Exercicio 6) Mostre que S, = g (—1)t <n _1Z> on—2tl —
i—
i=1

onde |u]| (u € R) denota a parte inteira de u (para mais detalhes sobre esta

definicao—fungéo piso—, ver [33]).

Sugestao: mostre que S, = E?:l(—l)i_l(”fi)Q"_%H, ou seja, S, nao se

i—1

altera se substituimos |(n + 1)/2]| por n. Utilize depois inducao (ver [35]

para muitos exemplos) ou mostre que S,,1+1 — 2S5, + Sn—1 = 0.

Exercicio 7) Mostre, paran > 0 e x # —1/4, que
L

wl3

Sp(x) =

(]

= ) V1+4x 2

onde |u]| (u € R) denota a parte inteira de wu.

Sugestao: utilize as idéias do exercicio anterior.

Exercicio 8) Mostre, para n > 0, que

J(”—Z)xi: 1 [(1+M)7l+1_(1—m

i (7 e - ()

5 ) n—1i 2
<n

Sugestao: utilize o resultado do exercicio anterior.

Exercicio 9) Mostre, para n > 0, que
n

n
=

onde F; é o i-ésimo termo da seqiiéncia de Fibonacci.

Sugestdo: observe os valores de 1 + ¢, ¢2, 1+ QAS e ég, onde ¢ e ¢E sao dados

no capitulo 1, item 15.

Exercicio 10) Mostre que

5o () () e

Exercicio 11) Mostre, para n > 0, que S, = . =
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Exercicio 12) Mostre, para m > 0, que Sy, ( _i ( ) = (17;—:-11)
Exercicio 13) Mostre, para n > 2, que
n—2 |
=3 (1)~ s
Exercicio Mostre que

Sugestao: (1 +z)™t" = (14 z)™(1+ z)".

Exercicio 15) Mostre, para m > 0, que
m\ [n m+n—1
Sn = i = .
=S (7)(5) = ("0 )

n 2
2n —1
Exercicio 16) Mostre que S, = g z(n> =" )
i
=0

n
Exercicio 17) Mostre que S,, = Z (m) (n) = <m + n)
i i m
i=0

Exercicio 18) Mostre, para n > 0, que

Sn(l,m) = Z_; (sz> (TD - <77++:>

Exercicio 19) Mostre, paran > 0 e z € R, que
n+1
n+1\/z n+x
S. = ) = 1 .
=3 () () e ()

n

—2i > 2/m—2
Exercicio  20) Mostre, paran > 1, que S,, = Z {n ! <n)] = < " >
i

‘ n n—1
1=0

Exercicio 21) Mostre que S, = Z <m) (m B Z) = <m> 2™,
1 n—1 n

=0

—~ (1) o1
Exercicio 22) Mostre que S, = Z (_:_)1 T
i n
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n 22+1(n) 3n+1 -1
E ici 23 Most Sn = L=
Xerciclio ) ostre que ; 7 n 1 nt 1

xercicio ostre que = Y Z(?) _(rrt

E 24)  Mostre q S”_;(inl)_< ) )

() -G e+
) .

GHE -GG

Exercicio  25) Mostre que P, =

Exercicio  26) Mostre que

.

[OUC] ()] - e

Exercicio  27) Mostre que S, = E i <n> = (n+1)n2"2.
i
i=0

Exercicio  28) Mostre que Sy (z) = Zz(n> 't =nz(l+z)" L
i
i=0
.. _ —~ ny i 2 n—2
Exercicio  29) Mostre que S, (z) = Z i(i—1) < )x =n(n—1)z“(1+z)" =
i

i=0

Exercicio  30) Mostre que S, (z) = Z i2 <n> 2 =nz(l+nx)(1+2)" 2
i
i=0

Exercicio 31) Mostre que, para n > 2,

a) S, = (T) +3(§> +5<§> 4= p2n 2,
b) S, = 2<Z> +4<Z) +6<Z> = pon2

Exercicio 32) Mostre que, para n > 2,
n n n n
Sn: -9 3 .. _1"—1 =0.

(1) =2(a)+2(5) ()
Exercicio  33) Mostre que, para n > 3,

n n n n

Sn — _ 22 32 . n+1 2

()-2() () (o

Exercicio 34) Mostre que, para n > 0,

w3056+ 56) - S 0) -
(?)+3<2> -0

n
n
Exercicio  35) Mostre que, paran > 2, S, = <0)
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o n
(=1) (z - 1) 2
Exercicio  36) Mostre que, paran > 0, S,, = Z =— .
i>1 Z J n+2
1<5<i
- =  a b an [a+b
Exercicio  37) Mostre que S, ;)(n i) (n B 2) (z) P ( n )

n 3
Exercicio 38) Mostre que, para n > 0, S,, = 2[23 —(n—1)*] (n) =0.
i
=0

n .
(n) 14+
Exercicio  39) Mostre que, para n > 1, S, (z) = (—1)Z< ) — =0
; (1+nx)t

8
Exercicio  40) Mostre que S = Z(*l)i (10) <810 ) - <140)'
7 —1

i=0
Sugestao: (z —1)1%(z + 1)1 = (22 — 1)%0.

2
Exercicio  41) Mostre que, para n > 0, S, = E < "o >2z =22,
n—i
i=0

Exercicio 42) Mostre que, paran >p> 1,z #0e x # 1,

— /n = (p+i—1

S = B o o n—p—i_

w0 =3 ()@= =Y (P e
=0 =0

Sugestao: mostre que os dois somatérios representam o mesmo polindémio—

quociente de z™ por (z — 1)P.

2n—1 .
-1 ,
Exercicio  43) Mostre que, paran > 1, S, = Z (Z )21_z =1.
i=n n—1

Sugestdo: utilize a igualdade (7) = (,",) (n,i>0).

n—

1 1
Exercicio 44) Mostre que, para n > 1, S, = 1 — 3 (?) + 5 <;L) — 4
n 2.4-6-----(2n)
(-1) = Z = .
21+1 35T (2n+1)
Sugestao: utilize o método de indugao e mostre que Sk = ﬁ&v
Lembre-se que () — (V)z? + (§)zt — - + (=1*(})2?* = (1 — 2°)* e que

fo (1) Yde = (_1)i2i11 (If)

Exercicio  45) Mostre, para m > 0, que Sp(m) = Z (m - Z) = (m +i—1k 1)'
m
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Exercicio  46) Mostre, para m > 0, que S, (m) = Z (m + z> _ (m +i—1|— 1)'
i m
1=0

Exercicio  47) Mostre, para k > 0, que S, (k) = Zl<k + = 1) _ k(k: + n)

7 k+1
1=0
Exercicio  48) Mostre, para n > 0, que
~ (n\ (x—7 T—n
Sn 5 = —1)/ . - 5
=2 () () = (0 20)

ondemeZexecC.

Exercicio 49)  Mostre que Sy (k) = zn:(—l)i (k) =(-1)" (k - 1),

i
onde k>1en >0.
Exercicio  50) Mostre que S, (a) = i(—l)i @y (o—t
d " pr n—1 ’
ondea e Ren >0.

Exercicio 51) Mostre, para n > 0, que

Sk, L,m) = i)(—w‘(i ") e ()

onde k>0el>0.
Sugestao: utilize a igualdade (:1) = (=)™ (_(m+1)) param € Z en > 0.

n—m

Exercicio 52) Mostre, para n > 0, que

" (m+i\ (n—i m+n-+1
Sn k7l7 = = b
(ks 1,m) ;( k )( l ) <k+l+1)
onde k>m>0el>0.
Sugestao: utilize a igualdade () = (—1)”_7”(77(1"1“)) param € Zen > 0.

—m
. 232421+ 4 (30 [(3(n+1)
Exercicio  53) Mostre que S, = 2 ST ( z) =2 [( ntl )" 3.
"~/ (i
Exercicio 54 Mostre, >0, S, = . ] =3"
) ostre, para n > 0, que ZZ(Z) (J>
7=0 1=y
Exercicio  55) Mostre, para n > 0, que
n—1 n+1
n+1\/n om
wex 3 ()0)
=0 j=i+1

. 2
Sugestdo: utilize a igualdade Y " Y0 aa; = § [(Z?:o ai) +30, a?} :
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Exercicio  56) Sejam {ay,as,...,a,} os termos de uma progressao aritmética
de ordem k (ver [36] para mais detalhes sobre este conceito). Mostre que

st =S o= ot (1 ) rat e () oot () raa () v (1)
i=1

Sugestao: seja p(z) um polindmio de grau m em x. Mostre que podemos
escrever p(x) como:

£)(m) (@)D N E
) = A7p0) LA (o) (D a%0)

+Ap(0) (@) +p(0).

Exercicio  57) Mostre que

6 6 6 6
=127 — 7 T_ T T — .71
S =12 <1) 13" + <2) 14 (3> 155+ + (6> 18" =15-7!.

Sugestao: defina o operador E tal que Ef(i) = f(i + 1); entdo, E2f(i) =
EEf(i)] = Ef(i+1) = f(i+2) e E"f(i) = f(i + n). Lembre-se também
que A" f(i) = YT o(=1) (’;)f(z +mn — j) (para a prova, ver [23] ou [35]) e
conclua que A" = (E — 1)".

.. "0\ (—1) n!
Exercicio  58) Mostre que Sy (z) - = T .
- x4+i  zx(x+1)---(x+n)

Exercicio 59) Mostre que Sy, (z) = (n) ( ) -7

) T .
=\ () wtn
Exercicio  60) Mostre, para n > 0, que
"L\ (—4) 1
Sp = = —
' Z <z> () 1-2n
=0 7
Exercicio 61) Mostre, para n > 0, que
n
(n
Sy = -1) 4+ ani”) = (—1)"nla,.
;( )<i>(a0+alz—|— +ayi") = (—1)"nla
Sugestao: utilize a identidade A™ f(j) = (E — 1)" f(j), demonstrada em [23]
e [35].
Exercicio 62) Mostre, para n > 0, que

S, = é(—wﬁ (’Z) (z—i)" =nl.

Sugestao: utilize o resultado do exercicio anterior.
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1

)+ ()-Hor () -con

Sugestao: utilize o resultado do exercicio 61.

Exercicio  63) Mostre, paran > 1 e p > 0, que S,(p) = — (n) (p) +

Exercicio  64) Mostre, para n > 0, que

sam =S () -or ()

i=0
Sugestao: utilize a féormula de somagao por partes.

Exercicio  65) Mostre, para n > 0, que

Su(m) = g;(—l)"“ (7;) (mj l) B @)

Sugestao: faca m = = € R e utilize o resultado dos exercicios 14 e 46.

Exercicio  66) Mostre, para n > 0, que
(=1 (n+1d\ (2 n—1
S, = = .
Z 1+ 1 21 7 n
i>0
Sugestdes:

0 () (1) = () ()i

ii) utilize o resultado do exercicio 64.

Exercicio  67) Mostre, para n > 0, que
(=) n+i\ (2 n—1
Sn = 3 . . = )
(m) ;z—&—l m 4+ 29 ) m—1

onde m > 0.

Sugestao: utilize o resultado do exercicio 52.

Exercicio 68) Mostre, para m e n inteiros, que
r S T S
m = E — k == ]- - .
Sl 0<k<m <k) <” - k> (= {r+ o)) = (m+ 1) —m) (m + 1> (n - m)

Sugestao: se f(k) ¢ o somando, mostre que F(k) = k(n+1—k)(}) (n+i_k),
onde F(k) é uma antidiferenca de f(k).

Exercicio  69) Se Hy, =37, %, mostre que
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Exercicio  70) Se H,, Z] 1 J, mostre que
oD OO e O
1.2 2.313.2 T n(n+1) i
Exercicio 71) Se H, Zj 1; mostre que

@), G G (z) 1

Sp=1- 2 42 38 4.4 (-1)" = Hrt1.

22 T 32 g2 m+1)2 n+1
Exercicio 72) A série
Sm)=» ——
kZ:o (k4 m)!eF

converge para todo m inteiro positivo. Mostre que S(m) = P, (e), onde
P,,(e) é um polinémio em e de grau m com coeficientes racionais.

Sugestao: utilize a seguinte igualdade: e” = 2 z'/i!. Entéo,
—k (=k)' (=k)'
e "= = .
DD DY o]
1=0 i=k
Observagao: este exercicio e sua solugao foram reproduzidos do site
<www.siam.org/journals/problems>.

Exercicio 73) Mostre que

% (—1)% (1991 —k\ 1
= 1991 — k k T 19917

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [39].

Exercicio 74) Mostre, para n > 1, que
S, = §n<n_k>2k =on-1 +cosﬂ
Tk \ 2k - 2
Observagao: este exercicio foi reproduzido de [51].
Exercicio 75) Mostre, para n > 0, que
“n+k 14 22n+1
Sn:];)< o )2” b= =—F

Observacgao: este exercicio foi reproduzido de [54].

Exercicio  76) Considere, para n > 0, a sequiéncia

n\ ! n\ ! n\ ! n\ ! "1
S, = L
=(0) +0) +6) () -X )
k=0 \k
Mostre que S, é uma seqiiéncia limitada estritamente decrescente e que S =

lim,, o Sp = 2.

Observacao: este exercicio foi reproduzido de [21].



24 (© Luis Lopes qed_texte@hotmail.com

Exercicio 77) Mostre que
— (") (" MY N ) =220 P
Sh (O) (2> + <4> Z( 1) 9 2"/ cos 1
j=0
Exercicio 78) Mostre que
Sp(a) = Z (?) sin(a + %) = on/? sin(a + %)
320
Exercicio  79) Mostre que S, (a) = Z (n) sin jo = 2" cos” % gin "%
=0 J 2 2
Exercicio  80) Mostre, para n > 0, que
n n n n V3 nm
Sp = -3 32 —33 coe= 20" gin —.
(1) 2G) () () =g
Exercicio 81) Mostre, para n > 0, que

= (0)-30) 3 () 3) - ()

Exercicio 82) Mostre que
n n n n 1/, nmw
Sy = (0> + (3> + (6) +-~-=Z<3 ) 25(2 +2cos—)
=0
Exercicio 83) Mostre que

o= ()= )+ () - g () -3 e
>0

Exercicio 84) Mostre, para m > 0, que
m—1
1 lmyxn ]
Sn(m) = " + " + " +---=Z 'n = — (QCOSI) cos L.
0 m 2m 4 im m m m
7>0 =0
Exercicio  85) Dado que 0 < k < m, mostre que S, (k,m) = (Z) + (k’ _:Lm) +
m—1
n ) n 1 Imyv l(n—2k)w
+...:Z< , >:Z(2cos) cos ————.
<k +2m = k4 jm m m m
Exercicio  86) Mostre, para n > 1, que
n n n S n 2 = (n+ D7
ST = — . — _1 J e 3 3 A ——
I’ (1> <4> " <7> Z( ) <3j+1> 3\[ S
=0
Exercicio  87) Mostre que
n _3 n\,.,_; 3" +2-3"2cos(nr/6)
Sy = 2" = 2" = .
Z <3J> : 2 <J> 3
7>0 7=0 (mod3)

Observacao: este exercicio foi reproduzido de [39].
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Exercicio  88) Mostre, sem usar argumentos combinatérios, que

m\ (n+k m\ (n\ ..

_ — J

sor =2 (1) (") -2 ()G erzo
k>0 §>0
Observagao: este exercicio foi reproduzido de [39].
Exercicio  89) Mostre, sem usar argumentos combinatérios, que
- k\(n—k n+1
Sn _ -1 k—m 2n—2k —
(m) k_z( ) <m>( k ) 2m+1)

onde n > m > 0.

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [39].

Exercicio  90) Mostre, para n > 1, que
. % (-DFEn-28)! [
" = (k+1)i(n—k)(n — 2k)! - \n+2)°

Sugestdo: a partir da identidade (1 4+ z)” = (1 — 22)"(1 — x)~", mostre que
(m) = 2 k>0 () (o) (1) ™.

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [7].

Exercicio 91) Mostre que

" (2k 2n
S, = 47F = (2n +1 4 >0).
Z(k> (2n + )<n> (n > 0)
k=0
Sugestao: comece com o seguinte resultado preliminar: para r € R, tem-se:

(r)® (r - 1)(@ _ @ (k> 0).

2 22k -
Exercicio 92) Mostre que
~ (n) (2k 2n —1
Sp = 47F = 2= (1) > 1).
2 (o) ()= () ez

Sugestao: comece com o seguinte resultado preliminar: para r € R, tem-se:

(r)®) (r - %)(k) = 7(2;)2(;@ (k > 0).

Exercicio 93) Mostre que
"~ 2K\ (2n — 2k
= =4" >0).
()0 e e

Sugestao: utilize os resultados do exercicio 91.
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Exercicio 94) Mostre que

“n—k (2k\ [2n -2k 2n N
Sn = k+1<k>(n—k>_(2n+1)(n>_4’
k=0
onde n > 0.

Sugestao: utilize a teoria das fungoes geratrizes e as técnicas apresentadas
em [54].

Observacao: este exercicio foi reproduzido de [8].

Exercicio  95) Mostre que
Z 1 2k 1 2n — 2k 2 2n+1
F+i\k)n—k+1\n-k ) n+2\ n )

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [54].

onde n > 0.

Exercicio  96) Calcule o valor de

0 2n+1

Z (2n+1) 2")

Sugestao: utilize o desenvolvimento em séries de poténcia de (Arcsinz)?.

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [14].

Exercicio  97) Sejam a, b e ¢ inteiros tais que a,b > 0 e a+b < ¢. Mostre que

D
060 () ) e

Sugestao: utilize a funcao Beta e as idéias do exercicio anterior.

Observagao: este exercicio foi reproduzido das Competigdes Putnam (1987).

Exercicio 98) Mostre, para m > 1, que
= 1 m+1
S(m) = Z ('m,—‘,—k+1) = m :
k=0 \ m+1
n m+k m m4n
Conclua que S, (m) =>,_, 1/( :L'_Jl) = T*l(l - 1/( :+f1))
Exercicio 99) Mostre que
= n+ 2k
S(k) = ng() on+1 (n+lkc+1) =1

Observacao: este exercicio foi reproduzido de [16].



(© Luis Lopes qed_texte@hotmail.com 27

Exercicio 100) Mostre, para n > 0, que

n

S, = Z(_l)k(nz 1) <2nik+1) 1

k=0

Exercicio 101) Mostre, para n > 0, que

g () -

Exercicio 102) Mostre, para n > 1, que

n—1 n n—1—1 n—1
Sy = , ) =4t
()% ()

j=0

(]

Sugestao: mostre que Sy, 1 — 45, = 0.

Observacao: este exercicio foi reproduzido de [9].

Exercicio 103) Determine, para n > 1, o valor de
" . 7 n+1
Sp=>» (-1t .
" ;( ) i+1 ( i )

Observagao: este exercicio e sua solugao foram reproduzidos de [10].
Exercicio 104) Mostre, para n > 0, que
UL 2n 2n
S = —1)Itk =0.
e (),

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [11].

Exercicio 105) Determine, para n > 2, o valor de

n/2)
w3 ()60

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [13].

Exercicio 106) Mostre, para n > 0, que

n

Si=Y" (Z) (e r)E=t(s — pyn—k = (£

r
k=0

Exercicio 107) Mostre, paran > 0ec#0,—1,-2,... que

ZM_QE[“’_Z; 1]_(‘3“)”

k>0 (c)kk! (n
onde Y, W(’Z)(ik_;,)’“ é a série hipergeométrica F'(a, —n;c; 1) apresentada no

item 14 do capitulo 1.

Observacao: a solucao deste exercicio foi reproduzida de [25].
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Exercicio 108) Mostre para n > 0 que

B = 2m m—k—1\ o i (m+n
S”(m)_z(zkH)( n—k )‘2 (2n+1)'

k=0

Sugestao: utilize o resultado do exercicio anterior.
Exercicio 109) Mostre para n > 0 que
" om -1\ (m—-k-1 m+n—1
Sy (m) = = 22" :
=3 (" )" ) ()
k=0
Sugestao: proceda como no exercicio anterior.
Exercicio 110) Mostre para n > 0 que
" om—1\(m—k—1 (2m —1)2*" (fm+n—1
S, = L Sl i )
n(m) ];(2/«“)( n—k > o+ 1 on
Sugestao: proceda como no exercicio anterior.
Exercicio 111) Mostre para n > 1 que
n
2m\ [m — k m22" 1 fm4+n—1
S, = = — .
n(m) kzo(ﬂf)(n—k) n ( 2n—1 )

Sugestao: proceda como no exercicio anterior.

Exercicio 112) Calcule o valor de
2l N o — ke
— 27172]6.
=2 @0

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [15].

Exercicio 113) Mostre, para n > p > 0, que
- -
k>0
Exercicio 114) Mostre, para n > p > 0, que
2n +k n 2n — _
Snle) = g (2p+2k> (p k ) - 2np< p p)an "
Exercicio 115) Mostre, paran >0, N > 1e N > 2n que

Sx(n) =3 (Z) (5) - W(N; n)

k>n

Observagao: este exercicio foi reproduzido de [20].
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As solugoes dos proximos exercicios empregam o método conhecido como “snake
oil” (6leo de cobra ou, nossa tradugdo, remédio para todo mal). Os detalhes deste
método podem ser vistos em [54], onde, além disso, o leitor encontrard outros exemplos
do uso deste método. Note também que poderiamos emprega-lo em muitos outros
exercicios deste volume.

Exercicio 116) Mostre, para n > 0, que

Sn=3(-1)" (Z) (2:) ok — {(()n%)?” se n > 06 par

k>0 se n > 1 é impar

Exercicio 117) Mostre, para n € Z, que
- +1\ (m -2k 2m + 2
S, (m) =S o2k+1( = € R).
(m) kZ:O 2% +1)\ n—k 2n + 1 (m € R)
Exercicio 118) Mostre, para n > 0, que
- 2n —k\ (2n — 2k
Sp=Y (~1)F =1.
S ("))
k=0
Sugestdo: utilize a série do binomio de Newton na forma Y, (177 1)ak =
1/(1—=x)".
Exercicio 119) Mostre, para m > 0 e n > 0, que
k+m n+1 n—m
s =3 (3" ) ar o) = (")
= k 2k +2m+1 m
Sugestao: utilize a série do binémio de Newton na forma > .-, (/H',:_l)xk =
1/(1—=x)".
Exercicio 120) Mostre, para n > 0, que
2
2n 2n
S, = —1)nk = .
e (@)= ()

Sugestdo: generalize o problema, calculando Y-, (—1)%(?)(,." ) e depois colo-

cando m = n.

Observagao: este exercicio, juntamente com a sugestao, foram reproduzidos de [54].
Exercicio 121) Mostre, para n € Z, que

()= () mem

k



CAPITULO IV

SOLUCOES

Exercicio 1)

Seja A = (’Z)+ (zﬁl)
<) z'n—z" (z‘il)(iﬂ)!(zl—z—m

n! n! o onl(i+1) n!(n —1i)
A= T T Gr D i— ) G =) G D (=)
_ (n+Dn! (n+1)! _(n+1
A_(z’+1)!(n—i)!_(i+1)!(n—i)!_(i+1>'

() (i)=Cr)

Observagao: os dois proximos resultados poderao ser uteis nas manipulagoes dos
somandos dos exercicios que seguirao:

D)7 v

Demonstragao:

(7):<Tlril>:nﬁz(niziz):niz(njl) (i#n) W
) <111) :7+—1Z<T;>

Demonstragao:

n omn nflinnfininfin -
i+1) i4+1\ i+l n \di) i+1\i
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Exercicio 2)

1? solugao:

Podemos escrever a igualdade (15) como:

Zn: <’Z) a""ib = (a+b)", Va,b. (%)

i=0
Colocando @ = b =1 em (%), resulta:

n

Sn2<7;>2” (n>0). m

i=0
22 solugao:
n+1 n
n+1 n+1 n+1 n+1
Snt1 = = .
A= ()5 ()0

Sabemos, pelo exercicio anterior, que (":‘1) =(,") + (7). Assim, temos:

=3 ()5 (0 () + ()

n—1 n
i=0 =
- n - n
=0 =0
Sn+1

S

n
geométrica de razao q = 2.

Pondo n = 0, resulta: Sy = <

=2 = 5, = k2", ou seja, S, é o termo geral de uma progressao

0
0) =1=k. Logo,

5, =% (7)—2” (n>0). M
=0

7

b) S, = i(—1)i<?> para n > 1.

1? solugao:

Colocando a =1 e b = —1 em (), resulta:
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Snzg(—l)i(D:O n>1). ®

22 solugao:

Calculando S, obtemos S; = 0. Mostremos agora que S, = 0 para n > 2.
Para n > 1, podemos escrever:

Sunr = Sy (n : 1) e (Z ; D

=0

S0 = 31 [(Z. ")+ ()] o

=0

Spi1 = Sp 4 (—1)" ! +Z 1)+t <n>
Spt1 = Sn + (1) = (=1 ”“( )+Z ’“( )
1=0

n

Snt1 = Sn — Z(—l)i (?) = 0. Logo, para n > 1, temos:
i=0

12 solugao:

@) 1)) o) ()= () e 0

Reescrevemos o membro da esquerda de () comecando pelo ltimo termo:

el ) a2 o)+ ) () e

Ja que (%) = (,",), podemos escrever (sx) como:

n(Z) —&—(n—l)(?) —|—(n—2)<;) +--~+1(nil> + (Z) = (8) S, (k%)

Adicionamos (x) e (kkx):



(© Luis Lopes qed_texte@hotmail.com 33

() o) G e G)ee (2 G ()20

n2" =28, ... S, =n2"" 1

Sp = 2(n> =n2" ! (n>0). H
i

22 solugao:
. , (n n—1
Vamos utilizar a férmula, ¢ )= n 1)
n n n—1
[ n n—1 n—1
>(0) () 5 ()

Colocando m = n — 1, podemos escrever:

Para n par, n > 2, temos:

so=1(5)-2(3) + 00 (") ()
o) o) () ()

(_1)i (m) =0 (m>1) (segundo o exercicio anterior.)
7
i—0

2

Sp = 0.

Para n impar, n > 3, temos:

so=1(}) -2(5) -0 (," ) +0 ()
() () () (0
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Portanto, para n par ou impar, temos:

n

S, =S"(=1)*(") =0
NEI
Exercicio 4)
& i(n+i
S”*Z(%) ( 2i >
=0
12 solugao:
n+1 =

S

i=0

n—1

n .
. M —
Sn = (_4)1 ( ) ( " . !
. i
1=0
Como feito no exercicio 2, calculemos S, +1:

n+1

(22—
5n+1:Z(*4) i ( i )
i=0

2n+2—1
1

2n+1—1
)

()=
)

()=

Spi1 =2 (—4)"
=0

)+ (

)
()

2n —1 2n

AL

+ ) (=t

=0

1

2n —1
i—1

Spi1 =2 Z (_4)nil

I=—1

qed_texteChotmail.com

2n+1—1 B
i—1 -

1—2

(

(2n—ll— 1> _420(_4)

(n>2). A

)

2n —1
)

)<

—1

)

9 . n+1 9 .
n—1 nt+1—i n—1
E —4
i >+ (=4) <i—2>
1=0
2n —1

1

“(7)-
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n—1

2n—1-1
Sn+1 =2 Z(_Zl)nil ( " l ) —48, + Sn1

=0

S’ﬂ
Sn—i—l = 2877, - 4Sn + Sn—l

<2n _ll - 1) _ (2nl— z> - <2nl_—ll_ 1)
B ) B ()
S_ 14 i(—‘l)”*l <2nl— z) - 75:2(—4)”*1*" <2n —iz - z)

=0

— (2n—1)—i
Sy = —1+8,+1— Z(—‘l)”“( Z_ ) S S,
=0

Spi1 = 2(Sn — Sn1) — 4Sn + Suo1 = —(28n + Su_1).

Acabamos de ver que S,11 + 25, + Sp—1 = 0. Resolvendo esta equagdo em
diferencgas, obtemos S, = (—1)"(kin + ko). Com os valores iniciais So = 1 e
S = —3, calculamos k1 (k1 =2) e ko (ko =1). Logo,

Sp = Z(—él)i (n —H) =(-1)"(2n+1) (n>0). |
22 solugao:

Repare que podemos escrever S, = >_1 ((—4)*(";") como

g(—zl)i (Z " 2) _ io(—z;)"—i (2”i_ Z)

Assim, temos:

e £ ()R

7

Veremos na observagao ii) do exercicio 7 que

San(a) = En (Qni— Z) (_Tl) = (2n+1) (%)zn =(2n+1) (i)n
=0
Logo,
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Exercicio 121)
2n+ 1\ /m+k 2m+1
= R 7).
%:(2/@)(271) (2n> (meR, nez)
Usaremos os dois importantes resultados seguintes:

> (i)xp = (1%:)1@“ (k>0) (+)

p=>0

1 P4 (1— )P
Z (222;) 22k = (1+2) —; (1-z) (termos pares somente) (%)

Inicialmente, sejam k, m,n > 0 e m € Z. Podemos pensar na soma tanto

como Sy, (m) quanto Sy, (n). Sendo Sy, (n), definimos fi, =3, (2752‘1) (7"2:’“) e

Fo(z) =350 22" fp,. Como Sy, (n) = [#2™]F,, (), calculemos F, ().

ey <2n + 1> <m2; k:> _ ,; <2n2—]: 1) mzzo (m;r; k) L

m>0 k>0
Z 2n+1> 2kz<m+k> m+k
k>0 <

Coloque agora p =m + k. Como m > 0, entao p > k. Assim, vem:
2n+1\ _q
F =
w0 =3 (M) T (o)
k>0
Repare que podemos escrever Fy, () como
2n+1\ _q;
F,, =
=2 () g @)

pois os termos acrescentados (D, (275:1) —2k Zp>0 (L) (2?)P) sao nulos.

Continuamos entao com o célculo de Fy,,(z). Usando (x), podemos escrever:

2n+1 1\2 z2)2n

k>0
2n+ 1\ iok
= e (e

Agora, usando (xx), resulta:
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_ x4n <(1 + x71)2n+1 + (1 _ x71)2n+1)
(1 _ x2)2n+1 2
xQn—l (1 + x)2n+1 _ (1 _ th)Qn—&-l
o (A
1 an 1 x?n

2% (1 — z)2n+1 T o (14 z)2n+1
1

1 P\ p 1 p
E—— _ —1)P P
2x 2n>x 2z Z( ) <2n)x
p>0 >0
_ 1 p + 1 D 1 p+1 P + 1 P
Fon(w) = 2 ( 2n ) 2 Z (=1) 2n
p>—1 p>—1

Portanto, obtém-se [22™]|F,,(x) facilmente:

= H ) B () < (),

Precisamos agora estender a identidade para k, n € Z e m € R. Como (}) =0
para k < 0, podemos escrever:

2 (2712;@F 1) <m22 k) - (277;: 1) (m >0, neZ).

k

A extensdo para m € R (e mesmo para m € C) é feita usando-se o argumento
polinomial (ver exercicio 14), j& que na identidade em questao, cada lado é um
polindémio de grau 2n em m. Logo,

Zk: (2712;: 1) (m;L k) = (2”;: 1) (meR, necZ). W

Observagao: esta identidade é conhecida pelo nome de identidade de Graham-
Riordan.
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Aos nossos leitores

O autor gostaria de conhecer sua opiniao sobre a apresentacao e o contetido deste
manual. Escreva para:

Luis Lopes

Praia de Botafogo, 440 Sala 2401
Botafogo Rio de Janeiro RJ
22250-040

Email: ged_texte@hotmail.com

O mesmo endereco pode ser utilizado para a solicitagdo de outros exemplares e
titulos.
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Amostras do conteuido de todos os titulos estao disponiveis para download em:
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e Mostre que

e que

+ cunt oo s somes (1) + (2) 5+ (2) o e (1)~ (2) (1) =

e Mostre que Z <2:) <2n B 2k> =4" (n>0).
n—

k=0

—_

Questoes como estas sao propostas e resolvidas passo a passo neste manual.

Através de exercicios, o autor introduz cento e vinte e uma importantes seqiiéncias
e séries envolvendo coeficientes binomiais. Uma vez que as soluges apresentadas
sao completas e detalhadas, o leitor redescobre o prazer de raciocinar e de fazer
novas descobertas a partir dos conhecimentos adquiridos ja no nivel médio ou pré-
universitario.

Voltado para os professores e pesquisadores, o livro certamente também serd tutil
aos estudantes de calculo, probabilidade, andlise combinatodria e anélise de algoritmos.
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